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ABSTRACT

Ordinary differential equation (ODE) is an equation involving derivatives of one or more dependent
variables with respect to single independent variable. ODE is grouped into two part; linear and
nonlinear. There are some methods to determine the solution of nonlinear ODE, one of them is
Variational Iteration Method. This method create a correction functional using general Lagrange
multiplier and a restricted variational. The purpose of this research is to prove convergence and
solution ordinary differential equation using variational iteration method. This study was conducted by
literary method. This result is show that If operator of correction satisfy contraction inequality
lve+1]l < v llvell where 0 < y < 1, then series solution from differential equation nonlinear converge
to exact solution and can be used to determine the nonlinear solution.

Keyword: ordinary differential equation of first order, variational iteration method, convergence.

ABSTRAK

Persamaan diferensial biasa (PDB) adalah persamaan yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas. PDB dibagi menjadi dua kelompok yaitu PDB linier
dan PDB nonlinier. Terdapat berbagai metode untuk menentukan solusi dari PDB nonlinier, salah
satunya yaitu Metode Iterasi Variasional. Metode ini membentuk sebuah fungsi koreksi menggunakan
pengali Lagrange dan variasi terbatas. Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan kekonvergenan dan
solusi persamaan diferensial biasa orde satu menggunakan metode iterasi variasional. Metode
penelitian yang digunakan adalah studi literatur. Hasil penelitian ini menunjukan bahwa jika operator
koreksi dari persamaan diferensial non-linier memenuhi ketaksamaan kontraksi [|vg 1|l < ¥ l[vell
dimana 0 < y < 1,maka deret solusi dari persamaan diferensial non-linier konvergen menuju solusi
eksak dan dapat digunakan untuk menentukan solusi PDB nonlinier.

Kata Kunci: persamaan diferensial biasa orde satu, metode iterasi variasional, konvergen.

1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan-turunan dari
satu atau lebih varibel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas [5]. Aplikasi
dari persamaan diferensial banyak digunakan dalam memodelkan berbagai masalah
seperti masalah perambatan gelombang, penyakit endemik dan sebagaianya (lihat
[1,6]). Metode numerik digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial biasa
nonlinear orde satu adalah metode Iterasi Variasional yang pertamakali diusulkan
oleh Ji-Huan He untuk menyelesaikan berbagai masalah persamaan diferensial [2].
Metode iterasi variasional merupakan suatu metode yang terdiri dari pemecahan
persamaan menjadi bagian linier dan nonlinier dengan membentuk suatu persamaan
operator dalam bentuk F(u) = G, dimana G merupakan syarat non-homogen dan F(u)
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merupakan penguraian antara operator linier dan operator nonlinier dalam bentuk
L(u) + N(u), dimana L merupakan suatu operator linier dan N adalah operator
nonlinier.Solusi dari persamaan diferensial biasa orde satu menggunakan metode
iterasi variasional adalah dengan membentuk suatu fungsi koreksi dari persamaan
diferensial dengan menggunakan pengali Lagrange, dimana iterasi-iterasi yang
dihasilkan dari fungsi koreksi membentuk suatu barisan fungsi. Agar nilai solusi
pendekatan mendekati nilai solusi yang sebenarnya, maka nilai solusi pendekatan
haruslah konvergen ke solusi sebenarnya. Artikel ini mengkaji kembali Zaid (2010)
tentang kekonvergenan solusi menggunakan metode lterasi Variasional.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Persamaan Diferensial
Definisi persamaan diferensial dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.1.1[7]
Suatu persamaan diferensial yang memuat turunan biasa dari satu atau lebih
variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas disebut Persamaan Diferensial
Biasa.
Definisi persamaan diferensial orde satu dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.1.2[7]
Diberikan persamaan diferensial orde satu

dy

T flx,y) ..(2.1)
dimana f fungsi kontinu di x dan y dalam domain D pada bidang xy; dan misalkan
(x0,yo) titik pada D. Masalah nilai awal dihubungkan dengan persamaan (2.1)
adalah untuk menentukan solusi ¢ pada persamaan diferensial (2.1), didefinisikan
pada beberapa interval riil memuat x,, dan memenuhi kondisi awal

@(.XO) = }IO (22)
dalam notasi biasanya disingkat, masalah nilai awal ini bisa ditulis,

% = f(x,y), y(x0) = yo.

2.2 Ruang Hilbert
Ruang Hilbert adalah ruang hasil kali dalam yang lengkap. Definisi ruang hasil kali
dalamsebagai berikut:
Definisi 2.2.1 [3]
Ruang vector kompleks X disebut ruang hasil kali dalam jika ada fungsi
(.,.)pada X x X — C sehingga untuk setiap x,y,z € X dan a € C berlaku:
(i) {(x,x) = 0dan (x,x) = 0 jika dan hanya jikax = 0
(i) (x,y+2)= (x,y)+(x,2)
(iii) (x,ay) = alx,y)
(iv) (x,¥) = (y,x)
Fungsi (., . ) disebut hasil kali dalam.
Definisi 2.2.2[3]
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Ruang hasil kali dalam yang lengkap disebut ruang Hilbert. Ruang hasil kali dalam
sering kali disebut ruang pre-Hilbert.

3. METODOLOGI

Metode penelitian ini adalah studi literatur. Prosedur penelitian ini adalah
mengumpulkan dan mengkaji bahan yang berkaitan dengan persamaan diferensial
biasa orde satu, metode iterasi variasional dan kekonvergenan. Kemudian membentuk
operator persamaan diferensial biasa orde satu dengan nilai awal, menentukan fungsi
koreksi dari PDB orde satu, menentukan nilai pengali Lagrange umum, menentukan
solusi iterasi metode iterasi variasional dari PDB orde satu dengan nilai awal dan
membuktikan kekonvergenan barisan iterasi dari metode iterasi variasional pada PDB
orde satu.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Metode lIterasi Variasional
Untuk menggambarkan konsep dasar dari metode iterasi variasional, diawali
dengan menentukan persamaan diferensial sebagai berikut:
Lu(t) + Nu(t) = g(t), t>0. -+ (4.1)
Dimana L adalah operator linier, N adalah operator nonlinier dan g(t) adalah syarat
non-homogen. Metode lIterasi Variasional dapat dibentuk dan dianalisis dengan

membentuk sebuah fungsi koreksi sebagai berikut:
t

Un+1(t) = up(t) + f/l(S){Lun(S) + Nip(s) —g(s)}ds, n=0 - (4.2)
0
dimana A adalah pengali Lagrange umum, indeks n menunjukkan pendekatan ke n, i

dianggap sebagai variasi terbatas dan 64 = 0.
t

Bs1(8) = Sun(t) + 6 f ALt (5) + Nity(s) — g(s)} ds - (4.3)

0
Diperoleh nilai pengali Lagrange yaitu
1 =—1 - (4.4)
Kemudian disubtitusikan persamaan (4.4) ke persamaan (4.2) sehingga diperoleh:
t

U1 (8) = Un () — j (Lt () + Niin(s) — g(s)} ds -+ (4.5)

0
Solusi pendekatan yaitu u(t) = lim,_, U, (t) = Ypeo Un(t).

Misalkan:
t

Afu] = — j (L, (5) + Nty (s) — g(s)} ds - (4.6)

0
Diberikan pendekatan awal v, = u, dan diperoleh solusi koreksi berupa v,,, dimana
n =0,1,2,- yaitu:
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( Vo = Uy
I vy = Alv]
4 vy = Alvy + v4] - (4.7)

lvnﬂ = Alvyg + vy + - + v, ]
4.2 Teorema Kekonvergenan pada Metode Iterasi Variasional
Teorema 4.2.1 [7]
Misalkan diberikan persamaan (4.6), dimana A adalah operator dari ruang Hilbert
H ke H, maka deret solusi dari persamaan (4.1) adalah wu(t) = Y=, vk (t)
konvergen jika terdapat 0 < y < 1sedemikian sehingga:
IA[vo + vi+ -+ v lll S v lAlvo + vy + -+ + v ]lyaitu
Vi1l < v [lvell .. (4.8)
untuk setiap k € N U {0}.
Bukti:
Dengan menggunakan persamaan (4.6) dan (4.7) akan dibuktikan bahwa deret solusi
u(t) = Y=, vk (t) konvergen.
Didefinisikan barisan {S,},—, Sebagai berikut:
So =V
S1=v9+ 1
S, =vy+v, +1,

kSn =v0+v1+172 +"'+Un
Perhatikan bahwa:
ISns1 = Sall = Wniall S vllvpll S ¥V2llvpoall < - < y™ vl .. (49)
Untuk setiap n,j € N,n > j, maka diperoleh:
”Sn - Sj” = ”(Sn - Sn—l) + (Sn—l - Sn—z) + -t (Sj+1 - Sj)”
< Sn = Sn-DIl + [1(Sp—1 = Sp=DIl + - + ” (Sj+1 - Sj)”
=S yMIvell + ¥ HIvell + - + ¥ wo
L A
= ———7"*!llvgll . (4.10)
Karena 0 < y < 1, maka diperoleh:
lim ||S, —S;|| =0

n,j—ooo

Jadi {S;};~, adalah barisan Cauchy diruang HilbertH dan deret solusi yaitu u(t) =
> o vk (£), konvergen. m

Teorema 4.2.2 [7]

Jika solusi dari deret u(t) = Y.z, vk (t) konvergen, maka deret tersebut merupakan
solusi eksak dari permasalahan non-linier (4.1).

Bukti:
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Misalkan solusi permasalahan persamaan diferensial membentuk suatu deret (t) =
Y=o Vi (t) , dimana deret u(t) = Y-, vk (t) konvergen,
limv, =0 -+ (4.11)

k—oo

n
Z[vk+1 — Vk] = Vpy1 — vy
k=0

Hasil terakhir menunjukkan bahwa

D Wieer = vl = Jlim v, = v = v, - (4.12)
k=0
Dengan menggunakan operator L, sehingga persamaan (4.12) dapat dibentuk

menjadi:

> Llvirs = vid = —Llwl = 0. - (4.13)
k=0
Selain itu, berdasarkan persamaan (4.7) diperoleh:
Llvis, — Vil = L[A[vO + v, 4+t v] — Alvg + v+ + Uk—1]] -+ (4.14)

dimanaj > 1, berdasarkan persamaan (4.6) persamaan (4.14) diperoleh bentuk:
Llvgsr — vi]

=L —f[(L[vO + v+ 4 vy
0

- L[UO + 171 + + vk_l]
+ N[vg + vy + - + v ]

— N[vg + vy + -+ v D]dr J

>1 .-+ (4.15)
Persamaan (4.15) merupakan bentuk operator A[u] yang di definisikan pada
persamaan (4.6), persamaan (4.15) memiliki integral pada permasalahan persamaan
diferensial Lu(t) + Nu(t) — g(t). Karena operator diferensial L adalah invers Kiri
dari operator integral, sehingga persamaan (4.15) menjadi:
Llvgyr —vie] = Llve] + N[vg + vy + -+ v ] —

N[vg + vy + -+ vi_4] ,j =1 - (4.16)

Akibat dari persamaan (4.13) dan (4.16) diperoleh:
n

L[vgs1 — vkl = Llve]l + N[vo] — g(t)

Lo ] + N[vy + v1] — N[ve]
+L[v,] + N[vg + v; + v,] — N[vg + v4] -+ (4.17)

+L[v,] + N[vg + vy + -+ v,] = N[vg + v + -+ + v _4]
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Akibatnya diperoleh:

Z Llvgs, —vi] = L [Z 14" —g(®) -+ (4.18)

Dari persamaan (4.13) dan (4.18) dapat dlketahw bahwa u(t) = X5, vk (t) adalah
suatu solusi eksak dari permasalahan diferensial. m

+ N

Teorema 4.2.3[7]

Diasumsikan solusi dari permasalahan pada (4.1) membentuk suatu deret
YoV (t) konvergen menuju solusi u(t). Jika deret terpotong Zi:o vy (t)
digunakan sebagai suatu pendekatan menuju solusi u(t) pada permasalahan (4.1),
maka error maksimum yaitu E;(t), dapat diestimasi dengan:

E(t)
1 .
< = yyf“llvoll ..(4.19)

Bukti:
Dengan menggunakan persamaan (4.10) diperoleh:

IS» =il

1—y™/
< ﬁ]/]“llvoll .. (4.20)

Untuk n > j. Jikan — oo maka S,, = u(t). Jadi dari persamaan (4.20) diperoleh:
J

u(t) — Z Uy

k=0
1—ynJ
1-—
Karena 0 <y < 1, maka (1 —y™/) < 1. Oleh karena itu, ketaksamaan persamaan
(4.21) menjadi:
j
1 .
u(t) - Z vel| < =57 lvoll . (422)

k=0

IA

Y vl . (4.21)

[ ]
5. KESIMPULAN

Jika operator koreksi dari permasalahan persamaan diferensial biasa orde satu
non linier memenuhi ketaksamaan kontraksi [|vi, 1|l < v llvill dimana 0 <y <1
maka deret solusi dari persamaan diferensial biasa orde satu non linier konvergen
menuju solusi eksak.Solusi pendekatan dari persamaan diferensial biasa orde satu
membentuk suatu fungsi koreksi yaitu
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t
Upq (t) = u, (t) + j A(s){Lu, (s) + Nii,(s) —g(s)}ds, n=0
0
dimana A adalah sebuah pengali Lagrange dan % (t) adalah suatu variasi terbatas.
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