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ABSTRACT

Huang and Zhang introduced the cone metric space, by replacing codomain from the set of real
numbers into an ordered Banach space on a cone, where the cone is a non empty subset of real Banach
space that satisfy certain other properties. In this study also explained about the norm space which is a
pair of a vector space with a norm that satisfy some specific properties. Furthermore, Banach space is a
complete norm space and space norm says completed if every Chaucy sequence in norm space is
convergent.

In this paper, the researcher want to study how to metrizability of metric spaces via renorming the
Banach spaces. This research was conducted by explaining and proving how to metrizability of cone
metric spaces via renorming the Banach spaces. The result is a metric space cone can be made into an
ordinary metric space with a metric defined by

d(p, ) = IID (@, Y|
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ABSTRAK

Huang dan Zhang memperkenalkan ruang metrik cone, yaitu dengan mengganti kodomain dari
himpunan bilangan riil menjadi ruang Banach terurut pada suatu cone, dimana cone adalah suatu
subset tak kosong dari ruang Banach riil yang memenuhi beberapa sifat tertentu. Penelitian ini
dijelaskan tentang ruang norm yang merupakan pasangan dari suatu ruang vektor dengan norm yang
memenuhi beberapa sifat tertentu. Selanjutnya, ruang Banach adalah ruang norm yang lengkap dan
ruang norm dikatakan lengkap jika setiap barisan Chaucy pada ruang norm konvergen.

Pada makalah ini, peneliti ingin melakukan kajian ulang bagaimana cara memetrikkan ruang metrik
dengan menormkan ruang Banach. Penelitian ini dilakukan dengan cara menjelaskan dan
membuktikan cara memetrikkan ruang metrik cone dengan menormkan ruang Banach. Hasil dari
penelitian ini yaitu ruang metrik cone dapat dijadikan ruang metrik biasa dengan metrik yang
didefinisikan oleh

d(e, ) = IID (e, P

Kata Kunci : metrik, metrik cone, norm, ruang banach.

1. PENDAHULUAN

Beberapa ruang abstrak diantaranya ialah ruang metrik, ruang norm dan ruang
Banach. Ruang metrik (X, d) adalah pasangan himpunan tak kosong X dengan suatu
fungsi metrikd di dalam X, sedangkan ruang norm merupakan pasangan dari suatu
ruang vektor dengan norm yang memenuhi beberapa sifat tertentu. Ruang Banach
adalah ruang norm yang lengkap, yaitu jika setiap barisan Cauchy pada ruang norm
konvergen [7]. Salah satu bahasan dalam ruang metrik adalah teori titik tetap. Teori
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ini muncul sebagai teknik yang penting dalam studi non linier misalkan pada bidang
biologi, teknik, sain komputer dan sebagainya [9]. Selanjutnya diperkenalkan ruang
metrik cone, yaitu dengan menggantikan kodomain dari himpunan bilangan riil
menjadi ruang Banach terurut pada suatu cone, dimana cone adalah suatu subset tak
kosong dari ruang Banach riil yang memenuhi beberapa sifat tertentu [4]. Dengan
ditemukannya ruang metrik cone serta terdapat beberapa penelitian tentang
keekuivalenan antara ruang metrik biasa dengan ruang metrik cone diantaranya
dengan metode skalarisasi dan menggunakan Minkowski functional pada ruang vektor
topologi, maka keekuivalenan tersebut juga dapat dilakukan dengan cara yang
berbeda yaitu dengan cara menormkan ruang Banach. Makalah ini mengkaji ulang
paper Asadi [2] yaitu mencari metrik yang ekuivalen dengan metric cone dengan
menormkan ruang banach.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Ruang Metrik
Definisi ruang metrik dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.1.1 [7]
Suatu ruang metrik adalah suatu pasangan (X, d), dimana X adalah suatu himpunan
tak kosong dan d adalah suatu metrik pada X (fungsi jarak pada X) yaitu fungsi yang
didefinisikan pada X x X sedemikian hingga untuk semua ¢, v, § € X berlaku
(M1) d(p,9) 20, d(e,¥) € R
M2)d(p,P) =0 =1
(M3) d(p, ) = d(¥, p)
(M4) d(@, ) < d(9,$) +d(,¥)
2.2 Ruang Norm
Definisi ruang norm dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.2.1 [7]
Misalkan X suatu ruang vektor dengan norm dalam X merupakan pemetaan ||.|: X —
R yang memenuhi sifat-sifat berikut:
(N1) lloll =0,V EX
(N2) lpll=0=¢ =0
(N3) [lagll = |alll@ll,Va € Rdan ¢ € X
(N4) [l + Yl < ll@ll + llpll. Vo, p e X
Pasangan (X, ||. ||) disebut ruang norm.
Definisi 2.2.2 [7]
Diberikan suatu ruang norm (X, ||.|]). Barisan (¢,,) dalam X dikatakan konvergen
ke ¢ € X atau dikatakan sebagai limit dari X, jikave > 03I(¢) € N3 vm > I(¢)
berlaku

lom — @l <e.
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Definisi 2.2.3 [7]
Diberikan suatu ruang norm (X, ||.|). Barisan (¢,,) dalam X dikatakan barisan
Cauchy jika Ve >03I(¢) e N3vnmeN berlaku @, —@,ll <& dengan
n,m = I(g).
Jika setiap barisan Cauchy pada ruang norm merupakan barisan konvergen

maka ruang norm tersebut lengkap. Hal ini termuat dalam definisi berikut:
Definisi 2.2.4 [7]
Diberikan (X, ||.|) suatu ruang norm. Jika semua barisan Cauchy di X konvergen
maka X disebut ruang norm yang lengkap. Ruang norm yang lengkap disebut juga
dengan ruang Banach.
2.3 Ruang Metrik Cone

Sebelum mendefinisikan ruang metrikcone terlebih dahulu diberikan definisi
cone, definisi cone dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.3.1 [4]
Diberikan ruang Banach riil E, ] subset E disebut suatu cone jika dan hanya jika:
(i) J tutup, ] # @ danj # {0}
(i) f,g € R, dimana f,g = 0 dan ¢,y € ] berlakutfo + gy € ]
(iii)p € Jdan-@p € J maka @ =0
Definisi ruang metrik cone dinyatakan sebagai berikut:
Definisi 2.3.2[4]
Diberikan X sebarang himpunan tak kosong, E suatu ruang Banach. Pemetaan
D:X x X — E disebut metrik cone pada X jika

(i) 0<D(p,¥), VoY €X,D(p,9) =0 ¢ =1;

(i) D(p, ) =D, ), Vo, P €X

(iii) D(p,¥) < D(9, ) + DY), Yo, €X.
Pasangan (X, D) disebut ruang metrik cone.
2.4 Himpunan Tutup

Himpunan tutup adalah himpunan yang komplemen himpunannya merupakan
himpunan buka. Himpunan tutup bisa di cek dari barisan yang ada di dalam
himpunan itu, seperti teorema berikut:
Teorema 2.4.1[7]
Diberikan J himpunan bagian tak kosong dari ruang metrik (X,d) dan J closur
sebagaimana didefinisikan dalam bagian sebelumnya, maka :
(i) ¢ €] jika dan hanya jika terdapat sebuah barisan ¢,, di J sedemikian sehingga

Pn — @

(i) J himpunan tutup jika dan hanya jika ¢,, € J, ¢, — ¢ mengakibatkang € J

3. METODOLOGI

Metode penelitian ini adalah studi literatur. Prosedur penelitian ini adalah
mengumpulkan dan mengkajimateri tentang ruang metrik, ruang metrik cone, dan
ruang norm, mengumpulkan dan mengkaji materi tentang kenormalan ruang metrik
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cone dengan konstanta 1. Kemudian menjelaskan norm di ruang Banach Rill
berdasarkan sifat-sifat norm dan memetrikkan ruang metrik cone dengan menormkan
metrik cone.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
Teorema 4.1 [2]
Diberikan (E, ||.|]) ruang Banach Riil dengan cone positif /. Terdapat norm di E
sedemikian sehingga J adalah cone normal dengan konstanta K = 1, yang berkaitan
dengan norm ini.
Bukti :
Didefinisikan suatu fungsi di ruang Banach Riil yaitu
II.ll: E — [0, ) dengan
ll@lll := inf{l|hll: ¢ < A} + inf{[[i]l: i < @} + lloll ... (4.1)
untuk setiap @ € E.
Akan ditunjukkan fungsi tersebut adalah norm.
(B1) Karena berdasarkan sifat norm (N1) pada definisi 2.2.1 yaitu ||| = 0 maka
k]l =0, ||ij]l =0 untuk setiap j, sehingga inf{||hll:¢ < h} =0, begitu pula
inf{[[i||: i < ¢} = 0. Jadi, [ll@lll = inf{||hll: @ < h} + inf{|lill:i < @} + [l@ll = 0.
(B2) =) Jika |||¢|]l = 0 maka berdasarkan persamaan 4.1 diperoleh
inf{||hl: ¢ < A} + inf{|[i|l: i < @} + lloll = 0
Sehingga, inf{||h||: ¢ < h} = 0, inf{]|i]|:i < ¢} = 0 dan ||| = 0. Jadi ¢ = 0.
S)lllelll = inf{|[All: ¢ < h} + inf{]|i]]: i < ¢} + llll
Jika ¢ = 0, maka berdasarkan persamaan 4.1 diperoleh
Il = inf{||A|]: 0 < h} + inf{]|i]|: i < 0} + ||O]]
Nilai dari inf{||h||: 0 < h} = 0,inf{]|i]|: i < 0} = 0 dan ||0]| = 0 maka |||¢]||| = 0.
(B3) Untuk 4 > 0,
12@lll = inf{|[nll: 2@ < A} + inf{||ill: i < 29} + [|20]|

= infi1ll=
m{ ||/1h

= Allelll
Untuk 1 < 0,

I12¢]ll = inf{||a[l: 2¢ < h}+mf{llllll A} + |19

1 1
o< 1+ imefa

1
Ti <
2il[:7i < 0} + 2t01

—'f{ || <1h}+'f{/1|1 L }+/1|| I
=in 1 7 in Tl 7 )
= intfa |50 57 < o+ mefa w0 < 3} + el

= Aol
Sedangkan untuk A = 0,
I10¢]ll = inf{l|All: 09 < h} + inf{[li]|:i < 0¢} + |[0¢]|
= inf{||R]l: 0 < h} + inf{|l{]|: i < 0} + Olleo|

= 0[llelll
Oleh karena itu, [||A¢@]]l = |A]lll¢]]l untuk setiap ¢ € E dan A € R.
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(B4) Misalkan ¢,y € E dan untuk sebarang &€ > 0 terdapat i,, i,, hy, h, sedemikian
sehingga

L <P hy ....(42)

L <Y< h o (43)
Berdasarkan persamaan 4.1 diperoleh

inf{[[hy I, IR I, R3], . 3 + inf{llig ], 10 sl -3 + llell < HHelll + €,

Misalkan terdapat j = 1 sedemikian sehingga untuk h;, i; menunjukkan bahwa
inf{[[h ]I, 1Rzl [IA3ll, .. 3 = llhq |l dan inf{[[iy [, i 1], 23]l ..} = [lix |l Akibatnya
diperoleh

sl + [l ll + llell — & < lllelll .. (4.4)
Dengan cara yang serupa didapatkan
Rl + 21l + N1l — & < |l .. (4.5)

Oleh karena itu berdasarkan persamaan 4.2 dan 4.3 didapatkan i; +i, < ¢ +¢¥ <
h, + h,, akibatnya menurut definisi |||¢||| diperoleh
Il + ¥l = inf{llhy + hall: @ + ¥ < hy + ho} + inf{|[iy + i, + i, < @ + P}
+ llo + ¢l
= |[hy + Ayl + [lig + i + ll@ + |
< [lhgll + A0l + (il + iz + llell + 1l
< lllelll + [yl + 2¢
Sedemikian sehingga,
e + Il < |lhy + holl + [liy + 20l + [l + Il < [[lelll + [l + 2.
Karena ¢ > 0 sebarang maka diperoleh
e + Yl < [[lelll + Pl
Jadi, dengan terbuktinya sifat B1,B2,B3 dan B4 maka [||. ||| merupakan norm di E.
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa dengan norm |||. |||,/ adalah cone normal dengan
konstanta K = 1, yaitu untuk setiap ¢,y € E. Sedemikian sehingga,
0= <Y =lloll < Yl
Misalkan 0 < ¢ < ¥. Menurut definisi |||¢]|]|, diperoleh
llelll = inf{[|All: ¢ < A} + inf{||ill:i < @} + @]l
< inf{||h]|: 0 < h} + inf{||i]|: i < Y} + ||
= [[YIl + llell
Atau bisa dituliskan dengan
0 < llell < lIoll + llwll + llell = llpll + lle]l.... (4.6)
Jika diambil A := {||i||]: i < ¥}, maka untuk sebarang 0 < ¢ < y berlaku
llelll = inf{||A|l: ¢ < h} + inf{[[i]]:i < @} + llol|
< inf{||h]|: 0 < h} + inf{]|i]|: i < Y} + |l@l|
=infA + ||p]|
<infA + [|[y||
Jadi, |||¢]|| merupakan batas bawah dari A + ||3||. Sedemikian sehingga,
lelll < inf(A + [[9l)) = infA + |||l < [[[p]]]. =
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Akibat 4.1
Diberikan (E, [||. |||) Ruang Banach Riil dengan norm |||. ||| dan diketahui norm |||. |||
seperti yang didefinisikan pada persamaan 4.1 maka cone J merupakan himpunan
tutup di (E, |||. ||]) Ruang Banach Riil dengan norm |||. |||
Bukti :
Misalkan diberikan {¢,} merupakan barisan di J yang konvergen ke ¢ dengan norm
II1. ||, dari definisi |||. ||| pada persamaan 4.1 diperoleh
llon — @lll = inf{[|All: @, — @ < R} + Inf{[i]l: i < @n — @} + llon — @l
Karena inf{||h||: ¢,, — ¢ < h} = 0 dan inf{||i]|:i < ¢,, — ¢} = 0 maka
lon — @ll < lllen — olll e (A7)
Selanjutnya, karena barisan (¢,,) konvergen ke ¢ dengan norm [||. ||| maka menurut
definisi 2.2.2 untuk sebarang & > 0 terdapat I(¢) € N sedemikian sehingga untuk
setiap n = I(¢&) berlaku
llon —olll < e e (4.8)
Karena [lo, — @Il < lllon — @lll pada persamaan 4.7 dan ||[¢, — ¢lll <& pada
persamaan 4.8 maka
lon —oll < e
sehingga berdasarkan definisi 2.2.2 barisan (¢,,) konvergen ke ¢ dengan norm ||.||.
berdasarkan definisi 2.3.1 J himpunan tutup dengan norm ||. || sehingga berdasarkan
teorema 2.4.1 menunjukkan bahwa ¢ € J.

Oleh karena itu, menurut teorema 2.4.1 dapat dikatakan bahwa norm |[||. ||| yang
didefinisikan pada persamaan 4.1 menyebabkan cone J himpunan tutup di (E, |||.]l]),
Ruang Banach Riil dengan norm |||.[||. m

Akibat 4.2[2]
Setiap ruang metrik cone (X, D) dapat dijadikan ruang metrik (X, d) seperti definisi
2.1.1, dengan metrik yang didefinisikan oleh

d(,y) = [lID(e, Y e (4.9)
Bukti :
Akan ditunjukkan persamaan 4.9 adalah metrik.
Menurut definisi |||. ||| pada persamaan 4.1, diperoleh

11D (e, I = inf{||hll: D(p,¥) < h} + inf{l|ill:i < D(p,¥)} + ID (@, Y)|

(D1) Akan dibuktikan bahwa |||D (@, ||| = 0,
Menurut teorema 4.1 |||D (¢, ¥)||| adalah norm sehingga menurut definisi 2.2.1 (N1)
diperoleh |[|D (g, ¥)||| = 0.
(D2) Akan dibuktikan bahwa ||[D(@, ||| =0 & @ =y
=) Jika |[|[D(¢, )|l = 0 maka D(¢,p) = 0danD(p, ) =0 ¢ =9
<)Jika ¢ =9y maka D(¢p,¥) =0 dan apabila D(¢,y) = Omaka diperoleh
1D (e, Y =0
(D3) Akan dibuktikan bahwa |[|D (@, W)l = IIID @, @) |||
1D (@, )1l = inf{[|hll: D(p, ) < h} + inf{||i]l:i < D(p, )} + [ID (@, )l

= inf{||k||: D, ) < h} + inf{||ill: i < D, )} + ID@, P)I|

= 1D, p)l
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(D4) Akan dibuktikan bahwa [||D (¢, )11 < [IID (e, OIIl + 1D, )l
11D (@, )11l = inf{||kll: D(p, ) < h} + inf{||i]l:i < D(p,¥)} + ID(@, )|
< inf{||h1[]: D(9,§) + D(E,¥) < hq}
+inf{[|i;[|:i; < D(@, &) + D(&, )}
+1ID(@,$) + D&, Pl
= [lID(¢, &) + D&, )l

< 1D, O + D, o)l
Dengan terbuktinya sifat D1, D2, D3 dan D4 maka |||D(¢,¥)||| merupakan ruang

metrik biasa.m

5. KESIMPULAN

Suatu fungsi di ruang Banach Riil dengan cone positif Pyang didefinisikan oleh
Il 1ll: E — [0,0) dengan [[|@]ll := inf{[|hll: ¢ < h} + inf{||i]l:{ < ¢} + ll@]l untuk
setiap ¢ € E, merupakan norm di Ruang Banach Riil dan J merupakan cone normal
dengan konstanta K = 1 dengan norm tersebut.Cone J juga merupakan himpunan
tutup di ruang Banach Riil dengan norm |[|.|||. Sedemikian sehinggaa setiap ruang
metrik cone dapat dijadikan ruang metrik biasa dengan metrik yang didefinisikan

oleh d(¢,¥) = [[ID (o, V)|
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