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ABSTRAK

Titik tetap adalah titik yang dipetakan ke dirinya sendiri. Metrik d pada himpunan tidak kosong X,
dan pasangan (X,d) disebut Ruang Metrik (Metric Space). Metrik baru D pada himpunan tidak
kosong X yang disebut Metrik-D (D —Metric) dan pasangan (X, D) disebut Ruang Metrik-D (D-
Metric Space). Kemudian dengan perluasan atau generalisasi sifat-sifat dalam ruang metrik-D
diperoleh Metrik pada himpunan tidak kosong X yang disebut Metrik-G(G —Metric ) dan pasangan
(X, G) disebut Ruang Metrik-G (G- Metric Space), dan yang terbaru yang merupakan perluasan
atau generalisasi sifat-sifat dari ruang metrik-D dan metrik-G adalah metrik-S dan ruang metrik
baru yaitu Ruang Metrik-S (S- Metric Space) disimbolkan dengan pasangan (X,S).Tujuan di
dalam artikel ini untuk membuktikan sifat-sifat dari dari Ruang Metrik-S dan untuk membuktikan
eksistensi dan ketunggalan titik tetap serta syarat cukup agar suatu pemetaanT pada Ruang
Metrik-S memiliki ketunggalan titik tetap pada Ruang Metrik-S. Hasil dari penelitian ini adalah
pemetaan T : X —X disebut pemetaan kontraktif jika terdapat 0 <L < 1 sedemikian sehinggaS(T
(), T(X), T )< LSK XY),V XYy E X, suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S (X, S)
adalah pemetaan kontinu-S pada ruang metrik-S (X, S), dan untuk menunjukan eksistensi dan
keunggulan titik tetap dari T harus memenuhi syarat (x,) konvergen-S ke u, u titik tetap dari
pemetaan T, dan Titik tetap u tunggal.

Kata Kunci: Ruang Metrik-S, Titik Tetap, Pemetaan Kontraktif.

1. PENDAHULUAN

Titik tetap adalah titik yang dipetakan ke dirinya sendiri. Ruang metrik
adalah suatu pasangan (X, d), dimana X adalah suatu himpunan tak kosong dan d
adalah suatu metrik pada X (fungsi jarak pada X).Nantinya, akan dibuktikan
eksistensi dan ketunggalan titik tetap pada suatu pemetaan yang kontraktif sesuai
dengan sifat-sifat & syarat cukup dari ruang metrik lengkap. Bartle dan Sherbert
(2000) menjelaskan bahwa ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan
cauchy tersebut konvergen.

S. Sedghi dkk (2012) telah memperkenalkan konsep ruang metrik baru yaitu
Ruang Metrik-S (S- Metric Space)dengan pasangan (X,S)yang merupakan
generalisasi sifat-sifat dari ruang metrik-D dan metrik-G,melalui tulisan ini,
penulis akan membuktikan dan mengkaji eksistensi dan ketunggalan teorema titik
tetap dalam Ruang Metrik-S (S- Metric Space) lengkap.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Definisi 2.1[1]

Suatu ruang metrik adalah suatu pasangan (X,d), dimana X adalah suatu
himpunan tak kosong dan d adalah suatu metrik pada X (fungsi jarak pada X)
yaitu fungsi yang didefinisikan pada X x X sedemikian hingga untuk semua
x,y,z € X diperoleh
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(M1) (x,y) =0,V(x,y) €X (sifat kepositifan)
M2)d(x,y) =0 x=y

(M3) d(x,y) = d(y,x) (simetri)

(M4) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) (ketaksamaan segitiga)

Definisi 2.2 [2]

RuangMetrik-S(X, S) : Diberikan X sebagai himpunan tak kosong.Ruang metrik-
S di X adalah sebuah fungsi

S:X xX x X — R* yang memenuhi syarat, untuk setiap x, y, z,a € X,

(S1) S(x,y,2) >0,

(S2) S(x,y,z) = 0 jika dan hanya jika x =y = z,

(S3) S(x,y,2) <S(x,x,a) +S(y,y,a) +S(z,z,a)

Pasangan (X, S) disebut sebagai Ruang Metrik-S.

Definisi 2.3[3]

Suatu fungsi f dari X ke Y ialah suatu aturan yang pada setiap anggota dari X
menentukan dengan tunggal satu anggota dari Y. Fungsi sebenarnya adalah
perkataan lain (persamaan kata) dari pemetaan (mapping)

Definisi 2.4 [4]

Diberikan (X,S) adalah Ruang Metrik-S. Pemetaan T : X =X disebut pemetaan
kontraktif jika terdapat 0 <L < 1 sedemikian sehingga S(T (x), T (x), T (y))< L
S(X, X, ¥),VXy€EX

Definisi 2.5 [1]

Diberikan X himpunan tak kosong dan pemetaan T:X — X.Suatux € X
dikatakan titik tetap dari T jika dan hanya jika T'(x) = x.

Selanjutnya notasi T(x) yang menyatakan pemetaan T untuk suatu x € X dapat
dituliskan menjadi Tx.

Definisi 2.6 [4]

DiberikanT: (X,S) — X', S'adalah suatu pemetaan dari ruang metrik (X, S)ke
ruang metrik (X', S"), kemudian T dikatakan kontinu pada x € X jika dan hanya
jika sebarang € > 0 terdapat § > 0 sehingga untuk setiap x, y € X dengan
S(x,x,y) < 6 berlaku S'(T (x),T(x), T(y))< e.

Pemetaan T dikatakan kontinu-S pada himpunan X jika dan hanya jika T(x,) =
T(x)maka x,, = X.

Definisi 2.7 [1]

Diberikan (X, d) suatu ruang metrik. Barisan (x;,) di (X, d) dikatakan

1 Barisan konvergen jika untuk setiap &> 0, terdapat N =N(¢) EN
sedemikian hingga untuk setiap n > N berlaku d (x,, x) < &,

2 Barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0, terdapat N = N(&) € N sedemikian
hingga untuk setiap m,n > N berlaku d (x,,, x,,) < €.

Definisi 2.8 [4]
Barisan (x;) di ruang metrik (X,S) dikatakan konvergen jika dan hanya jika
S(x,,%,,x) = 0 dengann — oo, berlaku untuk setiap £ >0 terdapat
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ny € N sedemikian sehinggaS (x,, x,, x) < € untuk setiap n > n, dan dituliskan
sebagai lim,_. x, = x. Barisan (x,) disebut konvergen ke x di (X,S) jika
limS(x,, X, x) = 0.

n—>0oo

Definisi 2.9 [4]

Barisan (x,) di ruang metrik (X,S) dikatakan barisan Cauchy jika S(x,,x,, Xm)
— 0 dengann,m — oo, berlaku untuk setiap e>0 , terdapat n, € N sedemikian
sehingga S(x,, x,, x,;,) < € untuk setiap n, m > n,. Barisan (x,,) disebut Cauchy
di (X,S) jika rllilgloS(xn, Xpy Xm) = 0.

Definisi 2.10 [2]
Ruang Metrik-S (X,S) dikatakan lengkap jika setiap barisan cauchy nya adalah
konvergen.

Teorema 2.11 [5]
Jika a € R sedemikian hingga 0 <a < ¢ untuk setiap ¢ > 0, maka a = 0.

Teorema 2.12 [5]

Misalkan x,, dan y, adalah barisan-barisan bilangan riil yang berturut-turut
konvergen ke x dan y, misalkan ¢ € R maka berlaku lim,_,(x, + y,) = x +y
dan lim,_oo(Xp — V) =x —y

Teorema 2.13 [5]
Untukc >0, maka |a|] <c jika dan hanya jika —c <a <.

3. METODOLOGI

Metode penelitian yang digunakan dengan cara studi literatur dengan

Langkah- langkah yang dilakukan dalam penelitian adalah :

1. Mendefinisikan barisan dari pemetaan yang memenuhi ketaksamaan pada ruang
metrik-S yaitu barisan cauchy

2. Membuktikan barisan cauchy tersebut konvergen ke titik tetap

3. Membuktikan keberadaan ( eksistensi ) titik tetap untuk pemetaan kontraktif
pada ruang metrik-S lengkap, dan

4. Membuktikan ketunggalan titik tetap untuk pemetaan kontraktif pada ruang
metrik-S lengkap.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Sifat-sifat di Ruang Metrik-S

Pada bagian ini akan ditunjukkan definisi dari barisan konvergen-S,
ketunggalan limit dari barisan konvergen-S dan sifat-sifat barisan konvergen-S.
Berikut adalah definisi dari barisan konvergen di ruang metrik-S :

Definisi 4.1.1[4]

Barisan (x,) di ruang metrik (X,S) dikatakan konvergen jika dan hanya jika
S(x,,%,,x) — 0 dengan n — oo, berlaku untuk setiap &>0 terdapat n, €
N sedemikian sehingga S(x,, x,, x) <& untuk setiap n>n, dan dituliskan
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sebagai lim,_. x, = x. Barisan (x,) disebut konvergen ke x di (X,S) jika
limS(x,, x,,x) = 0.
n—-oo

Kemudian akan ditunjukkan bahwa limit dari barisan konvergen-S adalah tunggal

Lemma 4.1.2[2]Di Ruang Metrik-S terdapat S(x, X, ¥) = S(y, V, X).
Bukti. Sesuai dengan syarat ketiga dari Ruang Metrik — S dalam definisi 2.2
(S3)[6],diperoleh

SC,x,2) <S0,x,x) +S,x,x)+S(y,y,x) =Sy, y,x) (1)
dan

Sy,x) <SSy, y)+SWy.y) + Sk x,y) = S(x,x,y) (2)
Kemudian, dari (1) dan (2) didapatkan S(x,x,y) = S(y,y, x)

Lemma 4.1.3[2]Diberikan (X, S)adalah Ruang Metrik-S. Jika barisan (x,)di X
konvergen-S ke x, maka x adalah tunggal.

Bukti. Diberikan(x,)konvergen-S kex dan y dengan x € X dan y € Y. Untuk
membuktikan ketunggalan limit dari (x,,), maka akan ditunjukkan bahwax =y

&
Ambil sebarang € > 0, sehingga berlaku > > 0. Karena (x,)konvergen-S kex

berdasarkan definisi 4.1.1[5], maka terdapat n; € N sehingga untuk setiap ne N
dengan n = n, berlaku S(x,, x,, x) < % Dan karena (x,,)konvergen-S key, maka
terdapat n, € N sehingga untuk setiap ne N dengan n=>n, berlaku
S(xp, xn,y) < %.Jikan0 = maks (nq,n,) untuk setiapn = n, dan sesuai dengan

syarat ketiga dari Ruang Metrik - S dalam definisi 2.2 (S3) [2],diperoleh
SCo,x,y) <SO,x,x,) +S(x,x,x,) + SO, y, %)
=250, x,x,) + S(v, vy, x,,)

Sesuai dengan lemma 4.1.2[2],di ruang metrik-S, bahwa S(x, x,y) = S(y,y, x),
sehingga S(x, x, x,,) = S(x;,, x,,, x) dan S(y, v, x,,) = S(xp, X, V)

= 25(xp, xp, x) + S, X, )

& & & &

<2(3)+(5)=()+() =¢
Sesuai dengan teorema 2.11[2],karena € > 0 sebarang dengan 0 < S(x,x,y) < &
maka S(x, x,y) = 0. Berdasarkan definisi 2.2 (S2) [2],diperoleh bahwa x = y.m

Pada bagian ini akan ditunjukkan definisi barisan Cauchy pada ruang

metrik-S.

Definisi 4.1.4[4]

Barisan (x,) di ruang metrik (X,S) dikatakan barisan Cauchy jika S(x,,x,, Xm)
— 0 dengan n,m — oo, berlaku untuk setiap £>0 , terdapat n, € N sedemikian
sehingga S(x,, x,, Xx,n) < € untuk setiap n, m > n,. Barisan (x,) disebut Cauchy
di (X,S) jika rllilgloS(xn, Xny Xm) = 0.

Jika terdapat suatu barisan konvergen-S maka barisan tersebut merupakan
barisan Cauchy-S, berlaku pada himpunan bilangan real dan ruang metrik-S,
diruang metrik-S, teorema tersebut dinyatakan sebagai berikut :

Lemma 4.1.5[2]Diberikan (X, S) adalah Ruang Metrik-S. Jika barisan (x,)di X
konvergen ke x, maka (x,,) adalah barisan Cauchy-S.
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Bukti. Misalkan (x,) adalah konvergen-S kex. Maka berdasarkan definisi
&
4.1.1[4],untuk setiap € > 0, berlaku > > (.Terdapat n; € N sedemikian sehingga

untuk setiap n€ N dengan n = n, berlaku S(x,, x,, x) < %.Terdapat n, €N
sedemikian sehingga untuk setiap me N dengan m = n, berlaku S(x,,, xp,, x) <
%.Jika dipilih ny = maks (n4,n,), untuk setiapn, m > n, sesuai dengan syarat

ketiga dari Ruang Metrik - S dalam definisi 2.2 (S3)[6],diperoleh
S(Xp Xp, X)) < SO, X, X) + S, X, X) + S (X1, Xy X)
S, X, Xm) = 250, X, ) + S, X,y X)
<2(7)+(3)
& 4 & 2
=(3)+(5)=¢
Jadi, untuk setiap € > 0, terdapat n, e Nsedemikian sehingga untuk setiap
n,m e N dengan n,m > n, berlaku S(x,, x,, x,;) < €. Berdasarkan definisi 4.1.4
[4],mengakibatkan x,, adalah Barisan Cauchy-S.m
Selanjutnya akan ditunjukkan pemetaan-S kontinu bersama di semua
variabelnya
sebagai berikut :
Misalkan (X, S) adalah Ruang Metrik-S, maka pemetaan S(x, y, z) adalah kontinu
bersama di semua variabelnya.
Lemma 4.1.6[2] Diberikan (X, S) adalah Ruang Metrik-S. Jika terdapat barisan
(x,) dan(y,)sedemkian sehingga lim,_. X, =x dan lim,_. y, =y maka

limn—wo S(xn; X yn) = S(x, X, y)
Bukti. Berdasarkan definisi 4.1.1[5],bahwa lim,,_,., x, = x, untuk € > 0, dengan

&
ny,n, € N sehingga berlaku > > 0. Karena (x,)konvergen-S kex, maka terdapat
n, € N sehingga untuk setiap n€ N dengan Vn > n, berlakuS (x,,, x,,, x) < %
Karena (y,)konvergen-S key, maka terdapat n, € N sehingga untuk setiap ne N
denganvn > n, berlakuS(y,, v, y) < %

Jikan, = maks (nq,n,), untuk setiap n > n,, kita dapatkan sesuai dengan syarat
ketiga dari Ruang Metrik — Sdalam definisi 2.2 (S3) [2],
Sx,y,z) <S(x,x,a)+S(y,y,a)+S(z,z2a) ...definisi 2.2 (S3)[2]
S, X, Yn) < SO, xn, @) + S(xn, X, @) + SV Y, @)

< S X, %) + S(Xn, Xn, X) + SV Yo, X)

= 25 (%, Xp, x) + SV, Y, X)
= 250, X, X) + SO Yo @) + SV, Yo @) + S(x, x,a) ...definisi 2.2 (S3)[2]
= 25t X, %) + SV Yo V) + S Yo ¥) + S(x, %, y)
= 25(xn, X, X) + 25V, Y, ¥) + S(x,x,y)

<2 (Z) +2 (Z) + S(x,%,y)

= (;) + (;) + S(x,x,y)
=¢e+ S(x,x,y)
Jadi, diperoleh

S(xn; Xn, yn) - S(x; X, y) <e¢ (1)
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dengan cara yang sama diperoleh

S(x,y,z) <S(x,x,a)+S(y,y,a) +S(z,z2,a) ...definisi 2.2 (S3)[2]
St,x,y) <Skx,x,a)+Sx,x,a)+ S,y a)

< S, x,x,) + S, x,x,) + Sy, vy, %)

=250x, x,x,) + S, ¥, x,)

=250, x,x,) + S, y,a) + S(y,y,a) + S(xp, x,, a)...definisi 2.2 (S3)[2]
= ZS(X,X,Xn) + S(Yrylyn) + S(yr)/lyn) + S(xn:xn'Yn)

= 25(x, %, xn) + 25(y, ¥, yn) + SCxn, X, Yn)

<2 G) +2 G) + S(xpn, X, Vi)

= (g) + (;) + S(xn, xp, yn)

=&+ S(xn Xn, Yn)

maka

S(x, X, }’) - S(xnl Xn, YTL) <é¢& (2)
dari (1) dan (2) dengan sifat nilai mutlak

misal a = S(x,, X, Yn) — S, x,y) —a = S(x,x,y) — S(xn, Xn, Vi)
a<edan—a<e

maka—e <adana <e¢

sehingga—-e <a<¢

akibatnya |a| < ¢

didapatkan S(x,, xp, y) — S(x, x,y) < e dan S(x, x,y) — S(xp, Xp V) < €
maka — & < (S(x, X, Yn) — S(x, x, v) dan S(x, x,y) — S(xp, Xp, V) < €
sehingga — & < (S(xp, X, V) — S(x, x,y) < €

dan sesuai dengan sifat nilai mutlak dalam teorema 2.13[5], mengakibatkan
|S(xn; X yn) - S(xr xry)l <¢

Jadi, berdasarkan teorema 2.12[2],untuk setiap € > 0, terdapat n, € Nsedemikian
sehingga untuk setiap n € N dengan n = n, berlaku [S(x,,, x5, yn) — S(x, x, ¥)| <
€. Akibatnya, berdasarkan definisi 4.1.1[4], barisan (X, )konvergen-S keX dan
(Y,,) konvergen-S keY atau dengan kata lain

hm S(xn; xn; yn) = S(xl xr Y).
n—-oo

4.2 Teorema Titik Tetap di Ruang Metrik-S

Teorema4.2.1 Misalkan (X, S) adalah ruang metrik-S, suatu pemetaan kontraktif
pada (X, S) adalah pemetaan kontinu-S pada (X, S)
Bukti
Misal T : X =X adalah pemetaan kontraktif pada (X, S) maka terdapat konstanta
L € R, dengan 0 <L < 1 sehingga S(T (x), T (X), T (y))< L S(X,x,¥), VX, y € X
Untuk L =0
Ambil sebarang € > 0, sehingga untuk setiap § > 0 dan setiap x, y € X dengan
S(x, X, y)< 6, berlaku
S(T (%), T (), T ()< LS %)
=0
<e¢
Jadi, untuk sebarang € > 0, sehingga untuk setiap § > 0 dan setiap x, y € X
dengan S(x, x, y)< 6, berlaku S(T (x), T (x), T (y)< &
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Berdasarkan definisi 2.6[5], maka T: X — X kontinu-S
Untuk 0 <L <1

Ambil sebarang £ > 0, pilind = % >0

Sehingga untuk setiap x, y € X denganS(x, X, y)< &, berlaku
S(T (), T (), T ()< LS xY)
< LS

G

Jadi, untuk seberang € < 0 terdapat § > 0 sehingga untuk setiap x,y € X dengan
S(x, X, y)< 6, berlaku S(T (x), T (), T (y)< e.
Berdasarkan definisi 2.6[4], maka T:X—Xkontinu-S.m

Teorema4.2.2 Diberikan (X,S) adalah Ruang Metrik-S lengkap dan T:X —
Xadalah kontraktif. Maka T mempunyai titik tetap tunggal u € X Selanjutnya
untuk x € Xdidapatkan lim,,_,,, T"(x) = u dengan

S(T™(x), T™(x),u) < 1 _nL S(x,x,T(x))

Bukti :
A. Selanjutnya, teorema titik tetap dari pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S
lengkap dinyatakan sebagai berikut:
Untuk menunjukan eksistensi dan ketunggalan titik tetap dari T akan dibuktikan :
(i) (xn) konvergen-S ke u
(i) u titik tetap dari pemetaan T
(iii)  Titik tetap u tunggal
Berikut ditunjukan bahwa (x,) € x barisan yang konvergen-S ke ue X
(i) (xn) konvergen-S ke u
Misal T memenuhi syarat pemetaan kontraktif (definisi 2.4[4]) dan misalkan
Xy EX
Didefinisikan barisan (x,)denganx, = T"(x,) untuk n €N, yakni
x1=T (xo)
x,=T (x1) = T (%0)

K= T () = T (x0)
.xn+1 = T(xn) = Tn+1(x0)

sehingga untuk X = x,_; Yy =X,

diperoleh T(x) = Xxp, T(Y) = X541

maka syarat pemetaan kontraktif definisi (2.4[4]) menunjukkan bahwa
ST, T(x), T(y) < LS(x,x,y)
S (X, Xny Xng1) < LS(Xp_1, Xn_1,Xn)

sehingga untuk neN, berlaku
S(xn—l' Xn-1, xn) < LS(xn—Z' Xn-2 xn—l)

S(Xn—2)Xn-2,Xn—1)<LS(Xp_3, Xn_3, Xn_2)
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S(xn—(n—l)l xn—(n—l)' xn—(n—z))SLS(xn—n: Xn—n» xn—(n—l))
Selanjutnya diperoleh
S(T(x), T(x), T(y) <LS(x,x,y)
S(xni Xn, xn+1) < LS(xn—li Xn-1, xn)
< L(LS(xn_z, Xn—2» xn—l))
< L(LS(xn_g, Xn-3» xn—z))

n faktor
< (L.L...L) S(Xn—n, Xn—n» Xn—(n-1))
= LS (x, X9, X1)
Jadi, S(xp, X, Xng1) < L'S(xg, X0, X1) e persamaan A.1
Selain itu, untuk setiap n, m €N dengan m > n, dengan menggunakan
ketaksamaan segiempat (S3)[2] maka diperoleh
S(xni Xn xm) = ZS(xn' Xn xn+1) + S(xmi Xmo xn+1)
= 25(xp, Xp, Xn41) + S (Xns1, Xnt1, Xm)
Sehingga untukn, m eN dengan m > n
S(Xn41 Xnt1, Xm) < 28(Xni1, Xnv1 Xnt2) + S(Xntz Xni2) Xm)
S(xn+2' Xn+2, xm) < ZS(xn+2' Xn+2, xn+3) + S(xn+3' Xn+3» xm)

S(Xm—2, Xm-2,%m) < 28 (Xm—2) Xm—2, Xm-1) + S(m—1, Xm—1, Xm)
Selanjutnya, dengan penggunaan berulang ketaksamaan segiempat (S3)[6] maka
S(xnl Xn, xm) < ZS(xnr Xn, xn+1) + S(xn+1' Xn+1r xm)
= ZS(xn: Xns xn+1) + ZS(xn+1' Xn+1s xn+2) + S(xn+2' Xn+2» xm)
< 28X, X, Xny1) + 2S(Xns1, Xna1, Xna2) + 25 (Xny2, Xni2) Xn4s)

+ S(Xn+3, Xnt3 Xm)

< ZS(xn: xn'xn+1) + ZS(xn+1'xn+1:xn+2) + ZS(xn+2:xn+2'xn+3) + -
+ S(xm—llxm—llxm)
< 285(xn) + 2S5 (pe1) + 2S(pg2) + -0 + 285 (xm-1)
S 2LnS(x0, xo, xl) + 2Ln+15(x0, xo, xl) + 2Ln+25(x0, xo, xl) + A
+ 21718 (%0, X0, X1)
S 2LnS(x0, xo, xl)[l + L + LZ + °ee + Lm_n_l]
< 2L"S(xq, X9, x1)[1 + L + L? + ---] ( dengan deret geometri )
= 2L"S(xg, X9, X1) ——
(0, X0, %1) 1-1
21"
= ms(xo’xo’xﬂ )
Jadi, S(x,, x5, X)) < %S(xo,xo,xl)
Karena L€ [0,1) atau 0 <L <1 makalim,_ ., L" =0

n

lim S(x,,x,,x,) < lim
n,m—+oo (n, n m) nm-o+0o 1 — [

=0
Dengan S(xy, xo, x1) > 0, maka dengan mengambil limit m,n — +oo didapatkan

lim S(x,,x,,%,) =0
n,m-—-+oo

S(x0, %9, %1)
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Dengan kata lain berdasarkan definisi 4.1.4[4]dan lemma 4.1.5[2] maka
S(xp, xn, xm) < €, akibatnya (x,,) barisan Cauchy-S
Karena (x,) Cauchy-S dan (X,S) metrik lengkap maka (x,) konvergen-S di x,
maka terdapat u € x sehingga x,, adalah konvergen-S ke u.m

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa u € X merupakan titik tetap dari T.
(ii) U titik tetap dari T
Karena x,, - u dengan kata lain  lim x, =uatau lim T"(x,) =u

n,m-—-+oo n,m—+oo
Dengan menggunakan sifat ekor barisan

u= lim x,
n,m-—+co

= lim x,4q
n,m-+oo

= lim T™(x,)
n,m—+oo

= lim T(T™(xy))

n,m-+oo

=T(u)
Jadi, u = T'(u), maka u titik tetap T
karena u titik tetap dari T, akan ditunjukkan bahwa titik tetap u tunggal.m
(iii)  Titik tetap u tunggal
Andaikan u dan v adalah dua titik tetap dari T, dengan u # v maka

S(u,u,v) = S(T(u),T(u),T(v)) U =Tu
< LS(u,u,v) .....definisi (2.4 [4])
Diperoleh bahwa 1< L
Terjadi kontradiksi dengan diketahui bahwa L< 1 maka haruslah u =,
Jadi, T mempunyai titik tetap yang tunggal u.m
B. Pada persamaan A.1 diperoleh
S(T™(x0), T™(x0), T™ (x0) < L™S (g, X, X1)

Karena T™(x,) - u untuk m - +oo
Maka, S(T™(xg), T™(x0), u < L™S(xq, X9, X1)

= S(I(x), T"(0), 1) < 22 5(x, %, T(x)).
5. KESIMPULAN

1. Pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S dinyatakan sebagai berikut:
Diberikan (X,S) adalah Ruang Metrik-S. Pemetaan T : X —»X disebut
pemetaan kontraktif jika terdapat O <L < 1 sedemikian sehingga S(T (x),
TX), T(H)<LSKXY),VXy€eEX

2. Suatu pemetaan kontraktif pada ruang metrik-S (X,S) adalah pemetaan
kontinu-S pada ruang metrik-S (X, S)

3. Untuk menunjukkan eksistensi dan ketunggalan titik tetap dari pemetaan
kontraktif T di ruang metrik - S harus memenuhi syarat :

a) (xn) konvergen-S ke u
b) u titik tetap dari pemetaan T
c) Titik tetap u tunggal
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