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ABSTRAK

Sistem persamaan linier Ax = b,x € R™,b € R™ dan n > m di mana A = (aij)mx71 adalah matriks

riil yang dapat mempunyai solusi tunggal, tak hingga banyaknya solusi, atau tidak mempunyai solusi.
Ketika n = m, sistem mempunyai solusi tunggal dengan norm minimum yang diberikan oleh invers
Moore-Penrose, dinotasikan dengan A* dan berbentuk A*b = AT(AAT)™1b dengan det(447) # 0.
Tujuan dari penelitian ini adalah membuktikan aturan Cramer yang telah digeneralisasi sehingga dapat
digunakan untuk menentukan solusi sistem persamaan linier yang demikian. Penelitian ini bersifat
studi literatur. Hasil penelitian yang diperoleh dengan menggunakan invers Moore-Penrose dan aturan
Cramer adalah aturan Cramer yang digeneralisasi. Rumus tersebut dapat digunakan untuk

menentukan solusi sistem persamaan linier Ax = b dimana A = (aii)an dann = m.
Kata kunci: Sistem persamaan linier, aturan Cramer, invers Moore-Penrose

ABSTRACT

Linear equation system Ax = b,x € R™",b € R™ and n = m where A = (aii)an is a real matrix that

can haveone solution, infinitely many solutions, or no solution.When n = m, the system have unique
solution with minimum norm given by Moore-Penrose inverse, denote by A* and has a formA*h =
AT(AAT) " 1bwith det(AAT) # 0.The purpose ofthis research is to prove Cramer’s rule that have been
generalized, so it can be used to determine solution of linear equation system. This research is study of
literature. The result obtained using Moore-Penrose inverse and Cramer’s rule is Cramer’s rule that
have been generalized. This formula can be used to determine solution of linear equation system
Ax=bandn >mwhere A= (a;) andn=m.

Keywords: Linear equation system, Cramer’s rule, Moore-Penrose inverse

1. PENDAHULUAN

Sistem persamaan linier yang berbentuk Ax = bdapatmempunyai solusi
tunggal, tak hingga banyaknya solusi, atau tidak mempunyai solusi [1].Sistem
persamaan linier Ax = b,x € R",b € R™ dan n > m di manad = (aif)mxn adalah

matriks riil yang mempunyai solusi tunggal ketika m = n dan det(A4) # 0, solusinya
dapat dicari dengan menggunakan aturan Cramer [5]. Burgstahler [2] menyatakan
sistem persamaan linier Ax = b dengan matriks A berbentuk bujur sangkar dapat
dibentuk sebagai suatu kombinasi linier dari solusi sistem tersebut yang disebut
dengan generalisasi aturan Cramer sederhana.Dalam pengembangannya, generalisasi
aturan Cramer sederhana digunakan untuk menentukan solusi dari sistem persamaan

linier Ax=>b di mana 4 = (aif)mxn yang artinya tidak hanya ketika matriks A

berbentuk bujur sangkar, namun juga ketika matriks A tidak berbentuk bujur sangkar,
dalam kasus inin > m. Sistem tersebut memiliki solusi tunggal dengan norm
minimum yang diberikan oleh invers Moore-Penrose dan dinotasikan dengan A™,
dalam hal ini solusi yang diberikan adalah A*™bh = AT (4AT)~'b dengan det(4AT) #
0 [5].Berdasarkan uraian masalah yang dikaji, maka dibahas penyelesaiansistem
persaman linier Ax =b di mana matriksA berukuran m Xn dengan n >
mmenggunakan aturan Cramer.
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2.  TINJAUAN PUSTAKA
2.1 Sistem Persamaan Linier
Definisi 2.1 [1]
Secara umum persamaan linier dengannvariabelx, x,, ..., x,dapat ditulis dalam
bentuk:

a;x, +axx, ++apx, =b ..(2.1)
di manaa4, a,, ..., a,danbbilangan konstan sertaa;tidak semuanya nol.Dalam kasus
khusus persamaan (2.1) disebut persamaan linier homogen jikab = 0.Kumpulan dari
persamaan linier disebut sistem persamaan linier. Secara umum sistem persamaan
linier denganmpersamaan dannvariabelx,, x,, ..., x,dapat ditulis dalam bentuk:

aj1Xx, + aA12X, + -+ A1nXn = b1
alel + azzxz + -+ aann = bz (2 2)
Am1X1 + QuaXy e+ aQunXn = by

Sistem persamaan linier dapat mempunyai solusi tunggal, tak hingga banyaknya
solusi, atau tidak mempunyai solusi.Dari persamaan (2.2) dapat dijadikan sebuah
perkalian matriks, dinotasikan dengan A,xdan b, maka dapat ditulis kembali
persamaan matriks tunggal:
Ax=D>b ..(2.3)

2.2 Matriks dan Operasi Matriks

Matriks adalah susunan persegi panjang dari bilangan-bilangan. Bilangan-
bilangan tersebut disebut entri atau elemen matriks. Operasi-operasi aritmatika dalam
matriks yaitu penjumlahan matriks, pengurangan matriks, perkalian matriks dengan
suatu skalar, dan perkalian matriks dengan matriks.

Teorema 2.2 [1]
Jika A matriksn x ndan dapat dibalik, maka untuk setiap matriksbn x 1dari sistem
persamaanAx = bmempunyai solusi eksak tunggal yaitux = A~1b.
2.3 Determinan
Ada beberapa definisi yang dikembangkan dalam rangkaian determinan, salah
satu konteksnya adalah untuk menyelesaikan sistem persamaan linier.
Definisi 2.3[1]
JikaAd matriksn X n, maka bilangan yang diperoleh dengan mengalikan entri-entri
dalam setiap baris atau kolom dariAdengan kofaktor yang sesuai dan menambahkan
hasilnya disebut determinanA, dan jumlahan semuanya disebut ekspansi kofaktorA.
det(A) =a1]C1]+a2]C2]++an]Cn] (2 4)
(ekspansi kofaktor sepanjang kolom ke-j) T
dan
det(A) = a;1Ciy + ai2Cip + 4 @Gy 2.5)
(ekspansi kofaktor sepanjang baris ke-i). B
Teorema 2.4 [1]
JikaA adalah matriks bujur sangkar dengan dua baris mempunyai entri-entri yang
identik atau dua kolom mempunyai entri-entri yang identik, makadet(A4) = 0.
Teorema 2.5 [1]
Diberikan matriksAberukurann x n
I. JikaBadalah matriks yang dihasilkan dari baris tunggal atau kolom tunggal
yang dikalikan dengan skalark, makadet(B) = k det(A).
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ii.  JikaB adalah matriks yang dihasilkan dari dua buah baris atau dua buah kolom
matriksA yang saling ditukar, makadet(B) = — det(4).

iii. JikaBadalah matriks yang dihasilkan dari penggandaan suatu baris matriksA
ditambahkan ke baris lain atau penggandaan suatu kolom matriks
Aditambahkan ke kolom lainnya, makadet(B) = det(A).

Teorema 2.6[1]

DiberikanA, B,danCadalah matriks berukurann x nyang hanya berbeda pada salah

satu barisnya, katakan baris ke-r, dan diasumsikan bahwa baris ke-r dari C dapat

diperoleh dengan menambahkan entri-entri yang bersesuaian pada baris ke-rdari
matriks Adan B. Maka
det(C) = det(A) + det(B) ...(2.6)

Hasilnya juga sama untuk kolom ke-r.

Teorema 2.7[1]

Jika  sistem  persamaan linierAx = bdenganA  berukurann x nsedemikian

sehinggadet(A) # 0, maka sistem mempunyai solusi tunggal, yaitu:

det(4;) det(4,) det(4,)
17 Geta)’ 2T det(a) 7 T det(d)

di manad; adalah matriks yang diperoleh dengan menggantikan entri-entri pada

kolom ke-j dari matriksA dengan entri-entri pada matriks

by
bn,

Rumus di atas disebut aturan Cramer.

(2.7

2.4 Ruang Vektor
Ruang vektor dengan skalar riil disebut ruang vektor riil dan ruang vektor
dengan skalar kompleks disebut ruang vektor kompleks.
Definisi 2.8 [1]
JikaS = (vq, vy, ..., 1-)bukan himpunan kosong di ruang vektorV, maka persamaan
kyzvi + kv + -+ kv, =0 ..(2.8)
paling tidak mempunyai satu solusi, yaitu
ki =0k, =0,...,k, =0
yang disebut solusi trivial. Jika ini satu-satunya solusi, makaS disebut bebas linier
dan jika ada solusi selain solusi trivial, makaSdikatakan bergantung linier.
2.5 Rank dan Nullitas
Definisi 2.9[1]
Dimensi umum dari ruang baris dan ruang kolom matriksA disebut rankAdan
donotasikan denganr(A);dimensi dari ruang nullAdisebut nullitasAdan dinotasikan
dengann(A).
Definisi 2.10[3]
MatriksA  berukurann x nnonsingular ~ jika dan  hanya jika r(4) =
n.MatriksAberukuran n X n yang mempunyai rank kurang dari ndisebut singular.
Teorema 2.11[6]
JikaA adalah matriks berukuranm x n, maka
r(4) = r(4TA) = r(447) ..(2.9)

21



Jurnal Matematika Murni dan Terapan “epsilon”
ISSN: 1978-4422
Vol.11 No.2 (Desember 2017) Hal. 19-28

2.6 Ruang Hasil Kali Dalam

Hasil kali dalam merupakan operasi yang mengaitkan antara ruang vektor
dengan bilangan riil.
Definisi 2.12[1]
Hasil kali dalam pada ruang vektor riilV adalah fungsi yang menghubungkan
bilangan riil{u, v) dengan setiap pasang dari vektor-vektor diV yang memenuhi
aksioma berikut untuk setiapu, v, w € Vdan skalark:
i (u,v) = (v,u)
. (u+v,w)=(uw)+(v,w)
.  (ku,v) = k{u,v)
iv. (v,v) = 0dan (v,v) = 0jika dan hanya jikav = 0
Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali
dalam.
Definisi 2.13[1]
Jikal’ adalah ruang hasil kali dalam riil, maka norm (panjang) dari
vektorvdiVdinotasikan dengan||v||dan didefinisikan oleh

vl = /{v,v) ...(2.10)
Definisi 2.14[1]

Dua buah vektoru dan v dalam ruang hasil kali dalam disebut ortogonal jika(u, v) =
0.

Langkah-langkah konstruksi dari basis ortogonal atau ortonormal disebut
proses Gram-Schmidt.

l. 171 = u1
" _ (uz,v1)
o V2 = = e vt
... (u3,v1) (uz,v2)
1. Vo =Uqg —— _—
3 37 a2 "1 gz T2
. (ug,v1) (ug,v2) (ug,v3)
V. Vy=uUy———V -V, ————
AT oz T a2 T2 sz U3

dan seterusnya

Definisi 2.15 [4]

Ruang Hilbert adalah ruang hasil kali dalam lengkap.

Lemma 2.16 [5]

Diberikan V dan W adalah ruang Hilbert, G € L(V,W) dan G* € L(W,V) adalah
adjoint operator, maka pernyataan berikut berlaku

I. Range(G) =W o 3y > 03 ||G*w|ly = vIwlly, w e W.

ii. Range(G) =W © Ker(G*) = {0}W & G* satu-satu.

2.7 Invers Moore-Penrose

Definisi 2.17[7]

Diberikan matriksAberukuranm x n. MatriksXdikatakan pseudo-invers atau invers
tergeneralisasi dari matriksAjika dan hanya jikaXmemenuhi satu atau lebih sifat-sifat
berikut:

I. AXA=A
. XAX =X
iii.  (AX)" = AX
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iv. (XA)'=XA

di manaB* adalah konjugat transpos dari matriksByang secara umum entri-entri
matriksBadalah bilangan kompleks. Apabila entri-entri matriksBadalah bilangan riil
makaB* = BT .Jika X memenuhi sifat (i) maka disebut one-inverse.

Definisi 2.18[7]

X dikatakan invers Moore-Penrose dari matriksAjika dan hanya jikaX memenuhi
semua sifat yang diberikan oleh Definisi 2.16 dan dinotasikan denganA*.

Teorema 2.19[7]

Untuk sebarang sistem persamaan linierAx = bdenganAberukuranm X ndanr(A) =
m, x = A*badalah solusi tunggal dengan||x||3 minimum.

3. METODE PENELITIAN

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur.
Prosedurnya dimulai dengan mengumpulkan bahan tentang generalisasi Aturan
Cramr. Kemudian membuktikan teorema yang menyatakan sistem persamaan
Ax = b mempunyai solusi jika dan hanya jika det(4AT) # 0 menggunakan aturan
Cramer dan invers Moore-Penrose. Selanjutnya mendefinisikan suatu sistem
persamaan linier(l;, x) = b;di mana i = 1,2, ..., m yang dibentuk dari vektor-vektor
baris matriks Abesrta solusinya. Kemudian membuktikan teorema yang menyatakan
sistem Ax = b mempunyai solusi jika dan hanya jika vektor-vektor barisnya bebas
linier menggunakan proses Gram-Schmidt.

4, HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Generalisasi Aturan Cramer
Didefinisikan suatu sistem persamaan linier

Ax=b,x€ER",bER™" n=>m ..(4.2)
Ketika m = n dan det(A) # 0,menurut Teorema 2.2 sistem tersebut mempunyai
solusi tunggal yaitu x = A~'b. Berdasarkan Teorema 2.7, solusi persamaan
(4.2)juga dapat dicari menggunakan aturan Cramer.Ada sebuah teorema yang
menyatakan bahwa solusi dari persamaan (4.2) dapat berupa suatu kombinasi linier
yang mana teorema ini disebut juga sebagai aturan Cramer Sederhana sesuai dengan
teorema berikut:
Teorema 4.1
Sistem persamaan (4.1) dengan m = nmempunyai solusi tunggalx,, x5, ..., x,,, maka
jumlahan dari solusi sistem Vk; € R di manai = 1,2, ..., nmemenuhi:

kixi + kyxy + -+ kpxy,

a11 + klbl a12 + kZbl aln + knbl
a21 + klbz azz + kzbz M a2n + knbz
_ anl + klbn anz + kan ann + knbn _ 1 (42)
- a;; Q1 v Am
A2 Qz2 - Qp2
Ain Qon " QAnp

Bukti:

Diberikan N adalah matriks koefisien konstan sistem yang entri-entrinya
ditambahkan dengan konstanta bpada baris yang bersesuaian dan terdapat suatu
skalar k; € R di manai = 1,2, ..., n sedemikian sehingga determinannya adalah
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a11 + klbl a12 + k2b1 aln + knbl
a,, + kb a,, + kb, -+ a,,+k,b
det(N) = 21 : 107 22 : 207 2n : nD2
anl + klbn anz + kzbn b ann + knbn
berdasarkan Teorema 2.6,2.5 (i), danTeorema 2.4maka
A1 A1z 0 Qun by a;; - aiy a1, by - agp
a a eoa b, a ea a b a
det(N) = | 28 7% i N R g, [ 22 2n
An1 Qnz2  ** Qnpn b, an, - au an1 b, - au,
ay; Qi - by
a a cee b
tot ky, ?1 ?2 .2
anp1 Apz - bn

Jika kedua ruas dibagi dengan determinan dari matriks A maka dengan menggunakan
Teorema 2.7 atau aturan Cramer diperoleh

loxy + ks + o+ k det(¥)
X X coe X — —
141 2742 ntn det(A)
a11 + klbl a12 + kZbl aln + knbl
a21 + klbz azz + kzbz az-n + knbz
— anl + klbn anz + kzbn ann + knbn _ 1 n
ai1 dz1 -t Apy
A2 Qz2 = Qn2
Ain dopn  *° Qppn

Dalam kasus lain, persamaan (4.1) akan memiliki solusi di mana matriksA
berukuranm X n dengan n > m sesuai dengan teorema berikut.
Teorema 4.2
Untuk setiap b € R™persamaan(4.1) mempunyai solusi jika dan hanya
jikadet(4A4T) # 0.
Bukti:
= Matriks A dipandang sebagai operator linier A: R™ - R™ dan adjoint operator
AT adalah transpos matriks A di mana AT:R™ — R™. Persamaan (4.2)
mempunyai solusi jika dan hanya jika operator A surjektif. Oleh karena itu,
dari Lemma 2.163y > 0 3
AT z||lgn = yllzllgm, z € R™
sehingga
(AATz,z) > y?||z||3m, z € R™
akibatnya AAT satu-satu. Karena AAT matriks m x m, maka det(44T) = 0.
< Jika diketahui det(4AT) # 0, maka berdasarkan Definisi 2.117(4) = m. Dari
Teorema 2.19 dapat dilihat jika r(4) = m maka x = AT(AAT)~'b adalah
solusi dari Ax = bdan merupakan solusi dengan norm minimum. Jikaw =
(AAT)~1b adalah satu-satunya solusi dari persamaan(4AT)w = b, maka dari
Teorema 2.7diperoleh
det((AA7),) det((A47),) det((AA7),,)

1= Tqetaa) "2 T Tdet@@aa”) V™ T T det(4d”)
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di mana (4A47T); adalah matriks yang diperoleh dengan mengganti entri-entri
pada kolom ke-i dari matriks AA” dengan matriks

by

b,

b
Solusi x = AT(AAT)~*hdari persamaan (4.1) dapat dituliskan sebagai berikut:

— det((447)))]
2“"1 det(AAT)

=1
! i det((447),)
2 iy —
S = |4 deraAn)
=
Xn :

i det((447),)
L, %~ Jet(AAT)
4= |
~Benar bahwa untuk setiapb € R™,persamaan(4.2)mempunyai solusi jika dan hanya
jikadet(AAT) # 0. m

Jika persamaan (4.2) didefinisikan sebagai vektor-vektor berikut

ajq az, am1 X1 b,

aiz az; am2 X3 b
l1 = E ,lz = E ,...,lm = Tsn ,x = E da.n b = :2

A1n Aon Amn X b,

n
maka persamaannya dapat ditulis dalam bentuk
(li, x) = bi,i = 1,2, e, M (43)
Persamaan (4.3) dapat dicari solusinya, sesuai teorema berikut.
Teorema 4.3
Solusi dari persamaan(4.3) yang diberikan oleh invers Moore-Penrosex =
AT (AAT)~bdapat ditulis sebagai berikut:

Il + ay by (L, ) +aziby - Iy, Ly) + amjby
(I,11) + ay;b, 12117 + azib, -+ (lg, ly) + amjb,
v = (L L) + ayjby (L, l2) +azjby - Lyll* 4 amjby, 1 (44)
J WLl (L, ) - (L, L)
(L, L) L5 - (I Ly)
(L, 1) (L, L) - L%

denganj = 1,2, ..., n.
Bukti:
Solusi persamaan (2.2) diberikan oleh invers Moore-Penrose dengan bentuk

x = AT(AAT)"1b. Diketahui{ly,l,, ...,1,,} adalah vektor-vektor baris matriks A4,
maka
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X1 ajr A1 v G Il (I ) (lplm)]_l b4
X2l _|%z Gz amz 770 SO 1 21| O ( P b,
Xn Qin  An " Amn (lm;ll> (lm;lz) ”lmllz bm
Ll (k) - <11,lm>]‘1 b
2
Jika w = (12’.11> ”lz.” (lz'l"‘) bf merupakan suatu solusi untuk

(lm; ll) (lm; lZ) ”lm” b
persamaan (AAT)w = b yang dapat dituliskan sebagai berikut
IWW
Solusi tersebut dapat disubstitusikan ke persamaan sebelumnya menjadi

x1 a11W1 + a21W2 + + amlwm
a12W1 + a22W2 + + amzwm

W1 + ayuwy + -+ + Wi

i = agjwy tagiwy + ot apiwpy denganj =1,2,..,n
Sesuai dengan Teorema 4.1,solusi di atas dapat diubah menjadi
Nall? +asjby (L, L) +azjby - (I, L) + amjby
(I,11) + a4 b, 2117 + azjb, -+ (lg, Ly) + am;jb,
Yo = (lm; ll) + aljbm (lm; lz) + azjbm ”lmllz + amjbm 1 m
g N> A lz) - (U L)
(IZrll) IIlzII2 o (g, by)
(L, 11) (lm, 2) o all?
Teorema 4.4

Persamaan(4.1)mempunyai solusi jika dan hanya jika himpunan vektor-
vektor{ly, l,, ..., L, }bebas linier diR™.
Bukti:
= Asumsikan persamaan (4.1) mempunyai solusi Vb € R™. Diasumsikan
bilangan ¢;,i = 1,2, ..., m ada, sedemikian sehingga
cily +clp + -+l =0
maka, x € R™ ada sedemikian sehingga

ai1Xq + aA12X, + -+ A1nXn =
az1Xq + ay2X, + -+ AorxnXn =0Cp
am1x1 + amzxz + -+ amnxn S Cm

dengan kata lain
<li, x) =(; i = 1,2, e, m
oleh karena itu
(Cili, x) = Ciz 1= 1,2, e, M
Jadi
(cllh+ ol ++eplpx)y=ct+c+ -+ c2 =
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Sehingga ¢; = ¢, = - = ¢, = 0 yang menunjukkan bahwa vektor-vektor
{11, 15, ..., L, } bebas linier sesuai Definisi 2.8.

& Diasumsikan vektor-vektor {l4,1,, ...,1,,} bebas linier di R™. Menggunakan
proses Gram-Schmidt dapat dicari vektor-vektor {vq,v,,...,v,,} Yyang
ortogonal di R™maka persamaan (4.1) akan ekuivalen dengan sistem berikut

(vp,x)=¢;, i=12,...,m ...(4.5)
di mana
C1=b1
(I,v1)
c=b, ——
277 lugll?
ci=bh _(13'01)C _(ls;vz>c
S Y e TN
m-—
z Lo Vi)
2 l
£ vl

Jika vektor-vektor v; dengan

Vi1
[%7) .

=1 . i=12,...m
Vin

dan matriks Y berukuran m x n dengan

vl Ull Ulz s Uln
Y‘ _ U:Z U?Z U?Tl

U Uni Umz - Umn
maka berdasarkan Teorema 4.2dapat diperoleh bahwa persamaan (4.5)
mempunyai solusi Vc € R™ jika dan hanya jika det(YYT) # 0. Karena
{vy, vy, ..., v, } adalah vektor-vektor yang ortogonal, maka

m

xXj = Z Vi Ci”l)l'”_z denganj =12,...m
i=1
~Benar bahwa persamaan(2.2)mempunyai solusi jika dan hanya jika himpunan
vektor-vektor{ly, l,, ..., L, }bebas linier diR™. m

5. KESIMPULAN
Untuk menyelesaikan sistem persamaan linier Ax = bdi mana A = (aij)mxn

dan n > m dengan mendefinisikan 14, 1,, ..., L, yang merupakan vektor-vektor baris
dari matriks A, maka dapat digunakan aturan Cramer yang telah generalisasi sebagai
berikut:
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Nall? +ayjby (i lz) +azjby -+ (ly, L) + by
(L, i) + asb;  NLlI* +azb, - (I, L) + amjb;
Yo = (lm;ll>+a1jbm (lm,lz)+a2jb2 ”lmllz +amjbm _
J 1Lall? (L, L)y - (L, L)
(L, L) LI12 - (g L)
(L, 1) (L 1) - [ LlI?

denganj =1,2,...,n.
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