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ABSTRACT

The Cesaro sequence space ces,, (1 < p < o), which is the FK-space, has been generalized to the
Cesaro-Orlicz sequence space cesg. This prompted the study of several properties in ces, that have
been known in ces,,. In this paper, the properties of completeness and FK-properties in the Cesaro-
Orlicz space are discussed. For this discussion, a modular approach is used. The results of the study
show that the space ces, is a convex modular space. This sequence space is also complete to the
Luxemburg norm and has K-properties. Furthermore, this space is a BK-space. These results can be
used to study the Kothe-Toeplitz dual, which is an important part of the transformation of the infinite
matrix.
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ABSTRAK

Ruang barisan Cesaro ces,, 1 < p < o yang merupakan ruang-FK, telah diperumum ke ruang
barisan Cesaro-Orlicz cesg. Hal ini mendorong untuk menelaah beberapa sifat di ruang cesg yang
telah diketahui berlaku pada ces,. Di dalam makalah ini dibahas sifat kelengkapan dan sifat-FK
pada ruang Cesaro-Orlicz. Untuk pembahasan tersebut digunakan pendekatan modular. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa ruang cesg merupakan ruang modular konveks. Ruang barisan ini

juga merupakan lengkap terhadap norma Luxemburg dan memiliki sifat-K. Lebih lanjut ruang ini
merupakan ruang-BK. Hasil ini dapat digunakan untuk menelaah dual Kothe-Toeplitz yang
merupakan bagian penting dalam tranformasi matriks tak hingga.
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PENDAHULUAN

Diketahui w ruang barisan dengan suku-suku bilangan real. Untuk 1 < p <
oo, ruang barisan Cesaro ces,, didefinisikan

o) 1 n 14
ces, = {x € w: Z (;lek|> < oo}.
n k=1

=1

Ruang barisan ces, merupakan ruang Banach terhadap norma
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el = i(%zlw)

n=1

p\ /P

Ruang barisan ces,, telah banyak ditelaah olah para peneliti. Saejung (2010)
mempelajari ruang ces,, sebagai ruang bagian tertutup L,,. Teori ruang-FK (Frechet-
Koordinat) berperan penting dalam menyelesaikan masalah yang melibatkan
keterjumlahan (Akdemir et al., 2022). Teori ruang-FK juga merupakan alat yang
mudah dan singkat dalam keterjumlahan dan banyak digunakan dalam karakterisasi
pemetaan matriks antara ruang barisan (Banas & Mursaleen, 2014). Transformasi
matriks dalam ruang-BK memiliki sifat yang penting, yaitu transformasi matriks
antara ruang-BK adalah kontinyu (Yaying et al., 2023). Sifat-BK juga berperan
penting dalam menelaah ruang barisan variasi terbatas (Kirisci, 2014). Salah satu
topik penting dalam ruang barisan adalah kekonveksan seperti yang dikerjakan oleh
(Chen et al., 2016). Bhardwaj & Gupta (2013) melakukan studi ruang barisan
selisih terjumlah Cesaro dan memperoleh hasil bahwa ruang barisan tersebut
merupakan ruang BK namun tidak memiliki sifat AK. Studi ruang Cesaro-Orlicz
yang dilakukan oleh Raj et al. ( 2019) memberikan hasil bahwa ruang tersebut
merupakan ruang-BK. Hubungan inklusi antara beberapa ruang barisan yang
didefinisikan melalui fungsi Orlicz dilakukan oleh (Mursaleen et al., 1999) dan
(Faried & Bakery, 2010). Selanjutnya studi pada ruang barisan Cesaro yang
diperumum dilengkapi dengan para norma yang dilakukan oleh Rahman & Karim
(2016) mengungkapkan bahwa ruang tersebut merupakan ruang lengkap.

Pendefinisian ruang barisan ces, dikerjakan melalui fungsi |-|? dengan 1 <
p < co merupakan fungsi konveks, yang merupakan anggota dari kelas fungsi
Orlicz. Keadaan demikian telah mendorong para peneliti untuk memperumum
ruang barisan ces, ke ruang barisan Cesaro-Orlicz. Di dalam Bala (2012) ruang

barisan Cesaro-Orlicz didefinisikan melalui fungsi modular sebagai berikut
co n
1
P =) ¢ (;Zm)
n=1 k=1

dan memperkenakan ruang barisan Cesaro-Orlicz cesy, sebagai berikut:

cesy = {x € w: p(Ax) < oo, untuk suatu A > 0}

Dikarenakan fungsi ¢~ o ¢ tidak selalu bersifat homogen, maka mendefinisikan
norma tidak bisa dikerjakan seperti norma pada ruang ces,. Kekonveksan fungsi
¢ berakibat p merupakan modular konveks, sehingga pada ruang ini dapat dibentuk
norma Luxemburg

X

&

lxll, = inf{e > 0:p (=) < 1}.
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Sifat-sifat topologi ruang barisan cesy diteliti di dalam (Cui et al., 2003).
Perkembangan lanjut dalam topik ruang barisan Cesaro-Orlicz telah dikerjakan oleh
Jalal & Ahmad (2015), Et (2017) dan Sengul (2017) dengan memperumum ruang
barisan ces.

Pentingnya teori ruang-FK dalam transformasi matriks ini dikarenakan
transformasi matriks dari ruang-FK ke ruang-FK kontinyu (Malkowsky &
Velickovi¢, 2011). Oleh karena itu di dalam makalah ini ditelaah sifat-sifat topologi
yang terkait dengan sifat-FK pada ruang barisan cesg, diantaranya sifat
kelengkapan, sifat-AK dan sifat-BK.

TINJAUAN PUSTAKA

Persoalan membentuk metriks atau norma pada suatu ruang linear tidak selalu
dapat dikerjakan dengan mudah. Persoalan ini telah membawa para peneliti untuk
memperkenalkan fungsi modular pada ruang linear. Salah satu ruang linear yang
normanya dibentuk melalui fungsi modular adalah ruang barisan Orlicz.

Untuk menelaah makalah ini perlu disampaikan beberapa pengertian yang
terkait dengan ruang modular dan ruang barisan Orlicz. Berdasarkan Musielak
(1983) dan Kozlowski (1988), pengertian ruang modular beserta beberapa sifatnya
disampaikan sebagai berikut. Diberikan ruang linear X. Pseudomodular pada X
adalah fungsi p: X — [0, co] dengan kondisi-kondisi berikut:

(1) p(6) = 0, dimana 6 vektor nol di dalam X

(2) p(—x) = p(x) untuk setiap x € X, dan

(3) plax + By) < p(x) + p(y) untuk setiap x € X dan a, B = 0 dengan a +
B =1

Jika p(ax + By) < p(x) + p(y) untuk setiap x € X dan a, § = 0 dengan
a + B = 1, maka pseudomodular p dinamakan konveks. Selanjutnya, jika
p(x) = 0 berakibat x = 8 maka p dinamakan modular.

Jika p modular pada ruang linear X, maka himpunan
X, = {x € X:}li_r)r(l)p(/lx) = O}

merupakan ruang linear. Lebih lanjut jika p konveks, maka X, merupakan ruang
bernorma terhadap norma Luxemburg

lxll, = inf {e > 0:p (g) <1},

Selanjutnya X, dinamakan ruang modular.

Di dalam ruang modular disamping dikenal kekonvergenan terhadap norma,
juga ada jenis kekonvergenan lainya, yaitu kekonvergenan modular. Barisan (x)
di dalam X, dikatakan konvergen modular, selanjutnya ditulis konvergen-p, ke x,

jika terdapat A > 0 sehingga p(/l(xk — xo)) — 0 jika k — oo. Setiap barisan yang
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konvergen terdapat norma [|-||, merupakan barisan konvergen-p. Sebaliknya,
barisan yang konvergen-p belum tentu konvergen terdapat norma ||-||,. Teorema
berikut menyatakan sifat norma Luxemburg dan kekonvergenan di ruang modular.

Teorema 1. (Musielak, 1983) Diberikan ruang modular X, dan x,x € X,, k =
1’2’....

(i) Jika [|x]|, < 1, maka p(x) < [|x||,.
(i) limy_ollxx — x|, > 0 jika dan hanya jika klim p(/l(xk — x)) -0
untuk setiap 4 > 0.

Uraian tentang fungsi-N mengacu pada (Krasnosel’skii & Rutickii, 1961) dan (Rao
& Ren, 2002) . Fungsi ¢ dinamakan fungsi-N jika dapat direpresentasikan dengan

o(u) = fO'“' p(t)dt dimana p adalah fungsi kontinyu kanan untuk t > 0, ¢(t) > 0

untuk setiap t > 0, naik monoton, konveks, p(0) = 0, dan p(t) - o jikat — oo.
Berdasarkan definisi tersebut, fungsi ¢ memiliki sifat ¢p(—u) = ¢(u), naik
monoton untuk u = 0, ¢(0) = 0, ¢p(u) — oo jika u - oo dan konveks. Dengan
demikian fungsi Orlicz dapat dikatakan generalisasi dari fungsi | - |P dengan 1 <
p < oo,

Notasi R menyatakan himpunan semua bilangan real. Diberikan ruang
barisan w. Angota w dituliskan x = (x;) atau x = (x,);~,. Barisan yang semua
sukunya nol dituliskan dengan 6. Notasi (x™) menyatakan barisan dengan suku-
suku anggota w, yakni x™ = (x;})z=, untuk setiap n. Salah satu topik penting di
dalam ruang barisan adalah kelengkapan. Oleh karena itu perlu disampaikan
kembali beberapa pengertian yang terkait dengan kelengkapan.

Diberikan ruang barisan X c w. Jika X dilengkapi dengan metriks sehingga
dengan metriks tersebut X merupakan ruang lengkap, maka X dinamakan ruang
Frechet. Ruang X dinamakan ruang-K jika untuk setiap bilangan asli k pemetaan
P.: X — R dengan P, (x) = x; kontinyu. Jika X merupakan ruang Banach (ruang
Frechet), maka X dinamakan ruang-BK (ruang-FK). Selanjutnya jika X ruang-FK
maka X dikatakan memiliki sifat-AK jika X © @ dan x = lim x[™ untuk setiap

m-—-0oo
x € X, dimana xI"™ = (x;,x,,--x,,,0,0,---) dan @ himpunan semua barisan
xI™ m = 1,2,--- (Malkowsky & Veli¢kovié, 2011).

METODE PENELITIAN

Seperti telah diuraikan di awal sub bagian Pendahuluan, untuk 1 < p < oo
dari definisi ruang barisan ces,, dapat dibentuk norma ||-||. Cara membentuk norma

demikian tidak selalu dapat dikerjakan dengan mudah untuk setiap fungsi Orlicz ¢.
Oleh karena itu di dalam makalah ini, norma di ruang barisan cesg dikonstruksi

melalui modular. Mengingat ruang cesg merupakan perumuman ruang ces,, hasil-
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hasil yang telah dikerjakan penulis lain pada ruang barisan ces,, yang terkait dengan
sifat FK dikaji kemungkian untuk dijadikan bahan pembahanan di ruang ces.

Sifat-FK (BK) terkait secara langsung dengan kekonvergenan. Pada ruang

modular ada dua jenis kekonvergenan, yaitu kekonvergenan modular dan
kekonvergenan norma, dimana kedua jenis kekonvergenan tidak selalu ekivalen.
Oleh karena itu pembahasan sifat-FK ruang barisan cesg dilakukan khususnya
dengan pendekatan teori modular.

Untuk menunjukkan bahwa ruang barisan cess merupakan ruang-FK

dilakukan dengan tahapan-tahapan sebagai berikut:

(1) Dibuktikan bahwa ruang barisan cesg4 merupakan ruang lengkap terhadap
modular p.

(2) Selanjutnya dibuktikan bahwa ruang tersebut merupakan ruang lengkap
terhadap norma Luxemburg. Untuk membuktikan tahapan ini diperlukan
tahapan (1), sebab norma Luxemburg dikonstruksi melalui modular.

(3) Tahap berikutnya adalah dibuktikan bahwa ruang tersebut ruang-K, yakni

pemetaan Py:cesy > R dengan P(x) = x, k=1,2,--- bersifat
kontinyu.

(4) Berdasarkan hasil (2) dan (3) disimpulkan bahwa ces merupakan ruang-
FK.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Untuk membahas kelengkapan ruang cesg, perlu disampaikan kembali sifat
barisan Cauchy di ruang cesg. Barisan (x™) dinamakan barisan Cauchy jika
|[x™ — xlllp — 0 untuk m, [ — co. Jadi pengertian barisan Cauchy di ruang cesg
adalah barisan Cauchy terhadap norma Luxemburg ||-|| ,. Sedangkan barisan (x™)
merupakan barisan Cauchy-p jika ada 2 > 0 sehingga p(A(x™ — x!) - 0 jika
m,l - oo,

Diberikan (x™) barisan Caucy di cesg. Akibatnya untuk sebarang A > 0
berlaku ||A(x™ —xl)llp — 0 jika m,l - o. Oleh karena itu untuk sebarang ¢
dengan 0 < e <1, ada bilangan asli n, sehingga jika m,k = n, berlaku
[A(x™ — xl)llp < &. Selanjutnya berdasarkan Teorema 1 (i),

p(l(xm - xl)) <A™ —=xHll, < e (m,l = ny)

yang berarti (x™) barisan Cauchy-p. Sebaliknya, jika untuk sebarang 4 > 0
berlaku p(/l(xm — xl)) — 0 jika m,l - o, maka ada bilangan asli n, sehingga

jikam,l = ng,

p <xm _ xl) = p(/l(xm - xl)) <1/2
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Oleh karena itu untuk sebarang 4 > 0,

m xl

X 1
||xm—xl||p=inf{£>0:p< >S1}<I, (m,l = ny)

yang berarti (x™) merupakan barisan Cauchy. Jadi (x™) merupakan barisan
Cauchy jika dan hanya jika p(A1(x™ — x!) — 0 jika m,[ — oo untuk setiap A > 0.
Sifat ini akan digunakan untuk menunjukkan kelengkapan ruang barisan ces.

Teorema 2. Setiap barisan Cauchy-p di dalam ces, konvergen-p ke suatu x €
ces¢.

Bukti: Diketahui (x™) barisan Cauchy-p di dalam cesg, yakni terdapat 4 > 0
sehingga p(A(xm —xl)) — 0 jika m,l — co. Akan ditunjukan terlebih dahulu

bahwa untuk setiap k terdapat x; sehingga |x;* — xx| = 0 jika m - co. Untuk
sebarang bilangan asli n,

¢ (%Z Al — x,lc|> < p(/l(xm - xl)).

k=1

Karena ¢ kontinyu, maka |x* — x£| — 0 untuk setiap k jika m,! — . Dengan
demikian (x;")q—o Merupakan barisan Cauchy didalam R. Kelengkapan R
berakibat terdapat bilangan x; sehingga |x;* — x| = 0 jikam — co. Selanjutnya
dibentuk barisan x = (x;). Diambil sebarang bilangan asli N dan sebarang ¢ > 0.
Terdapat bilangan asli m(k) sehingga |x;* — x| < MiN untuk setiap m > m(k).
Oleh karena itu jika m > m, dengan m, = maks{m(k):1 < k < N}, maka

N 1 n N N 1 n e N e

XIORE |)z¢(z—) ETORE

n=1 =1 k=1

Karena N sebarang bilangan asli, maka

[0/0) 1 n
pAG™-0) =) ¢ (;Z A xk|> <e (m=mp)
n=1 k=1

Dengan demikian barisan (x™) konvergen-p ke x.
Selanjutnya diambil a = % Berdasarkan pengkonstruksian x,
1 1
plax) = p(a(x —x™+x™) < Ep(Za(x - xm)) + Ep(Zaxm)
1 1
= Ep(l(x — xm)) + Ep(lxm) < o0

yang berarti x € cesy.

Teorema 3. Ruang barisan cesg merupakan ruang lengkap terhadap norma ||| ,.
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Bukti: Diketahui (x™) barisan Cauchy di dalam cesg, yakni [[x™ — xl||p - 0 jika
m, | — oo, Berdasarkan Teorema 1 (ii), untuk sebarang 1 > 0, p(/l(xm — xl)) -0
jika m,l — oo, sehingga berdasarkan Teorema 2, (x™) konvergen-p ke suatu x €

cesy, yakni p(A(x™ —x)) - 0 jika m —» 0. Karena 1> 0 sebarang maka
lx™ — x|, = 0 jikam — oo,

Teorema 4. Ruang cesg merupakan ruang-K.

Bukti: Akan ditunjukkan bahwa pemetaan Py: cesy — R, dengan Py (x) = x, k =
1,2,3,--- kontinyu. Diambil sebarang barisan (x™) di dalam cesy sehingga
lx™ — x|, = 0 untuk suatu x € ces,. Dengan demikian untuk sebarang & > 0
dan 2 >0, p(A(x™ —x)) — 0 jika m — oo. Dengan menggunakan cara seperti
pada bukti Teorema 2, diperoleh |x;* — x; | — 0 untuk setiap k. Oleh karena itu

|P(x™) = P ()| = |xi* — x| = 0

jika m — oo, yakni P, kontinyu.
Teorema 4 dapat dinterpretasikan bahwa ruang cesg memiliki sifat koordinat
yang kontinyu. Selanjutnya berdasarkan Teorema 3 dan 4, diperoleh akibat berikut.

Akibat 5. Ruang cesg merupakan ruang-FK.

Dengan demikian berdasarkan Teorema 3 ruang barisan cesg, merupakan
ruang Banach dengan norma ||-|[ ,, sehingga berdasarkan Teorema 4, ruang barisan
cesg merupakan ruang-BK.

Selanjutnya untuk menelaah sifat-AK dari ruang barisan cesg, perlu
disampaikan terlebih dahulu lemma berikut.
Lemma 6. Jika x € ces,, maka p(A(x™ — x) - 0 jikam — oo untuk setiap A >
0.
Bukti: Diambil sebarang x € cesg dan diambil sebarang 4 > 0. Untuk sebarang
bilangan asli n, jika m > n maka berlaku

n

lex,[(m] —xk| =0

k=1

Karena n sebarang bilangan asli, maka

p(AG™ — x) = z (Z/1|xk —xk|>—>0

jikam — oo,
Berdasarkan Lemma 6 dan Teorema 1 diperoleh hasil berikut.

Teorema 7. Untuk setiap x € cesy, berlaku [[x™ — x[| '~ 0 jikam — co.
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Salah satu penerapan sifat-FK adalah dalam permasalahan mencari ruang
dual Kothe-Toeplitz. Perlu disampaikan kembali Teorema Hahn-Banach, yakni jika
(A™) adalah barisan operator linear kontinyu dan A™ — A, maka A operator linear
kontinyu (Rudin, 1991).

Lemma 8. Pemetaan A™: cesg — R dengan
n
AG) = ) xeyi

k=1
merupakan operator linear kontinyu.
Bukti: Diketahui (x™) barisan di dalam cesg sehingga x™ — 6. Karena cesg
merupakan ruang-FK maka x;* — 0 jika m — oo untuk setiap bilangan asli k. Oleh
karena itu jika m — oo, maka

n
Am G < Y 1yl - ] = 0
k=1

Teorema 9. Jika untuk setiap (xx) € cesg, A(x) = Xi=1 X yx konvergen, maka A
merupakan operator linear kontinyu pada ces.

Bukti: Diambil sebarang (x;) € cesy. Berdasarkan Lemma 8, A™ kontinyu untuk
setiap n. Lebih lanjut A™(x) = Y7o Xk Vi = Yre1 XkYx = A(x). Oleh karena itu,
berdasarkan Teorema Hahn-Banach, A kontinyu.

KESIMPULAN

Ruang barisan Cesaro-Orlicz cesg merupakan ruang lengkap terhadap norma

Luxemburg. Lebih lanjut, ruang barisan tersebut merupakan ruang-FK dan ruang-
BK. Berdasarkan hasil tersebut, terbuka kemungkinan untuk meneliti topik lebih
lanjut, diantaranya menelaah transformasi matriks tak hingga di ruang barisan
Cesaro-Orlicz.
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