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ABSTRACT

In this paper we study that any derivation of affine Lie algebra of dimension 6, denoted by aff(2),
is inner. We give another approach to prove it by direct computations of transformation matrix of
derivation of aff(2). We show that transformation matrix for the derivation of any element in
aff(2) equals to transformation matrix of adjoint representation of its element. Furthermore, we
give an alternative to prove that aff(2) is Frobenius Lie algebra.
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ABSTRAK

Dalam artikel ini, ditunjukkan bahwa sembarang turunan pada aljabar Lie affine berdimensi 6,
dinotasikan dengan aff(2), adalah inner. Pembuktian tersebut didapat dengan cara menghitung
langsung matriks transformasi dari turunan aff(2). Dalam hal ini, dibuktikan bahwa matriks
transformasi dari  turunan sembarang unsur di aff(2) sama dengan matriks transformasi
representasi adjoint dari unsur tersebut. Lebih jauh, diberikan juga pendekatan yang berbeda untuk
membuktikan bahwa aff(2) adalah aljabar Lie Frobenius.

Kata kunci: Aljabar Lie affine, aljabar Lie Frobenius, Turunan aljabar Lie.

1. PENDAHULUAN

Dalam artikel ini aljabar Lie affine yang dimaksud adalah aljabar Lie affine
atas lapangan real R. Aljabar Lie affine berdimensi n(n + 1), dinotasikan oleh
aff(n), adalah kasus khusus dari hasil kali semi langsung aljabar Lie g := M,,,,
al, (R) yaitu untuk p = 1 (lihat [1]). Dalam hal ini, M, , adalah ruang matriks
berukuran n x p dan gl,(R) adalah aljabar Lie matriks real berukuran n X n.
Perhatikan bahwa untuk p =1, M, , = M, isomorfik dengan R". Akibatnya
untuk n =1 diperoleh g = R™ % gl,,(R) = : aff(n). Untuk kasus n = 2, aljabar
Lie g tiada lain adalah aljabar Lie aff(2) berdimensi 6. Jadi, aff(2) dapat ditulis
sebagai hasil kali semi langsung antara R? dengan gl,(R) dan dinotasikan oleh
aff(2): = R? > gl,(R).
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Aljabar Lie affine aff(2) adalah ruang tangent dari grup automorfisma affine
Aff(2) :== R? x GL,(R). Kajian tentang Aff(2) dan juga aljabar Lie-nya telah
banyak dilakukan. Misalnya [2] telah mengklasifikasikan dimensi orbit Aff(2)
untuk kasus sistem diferensial kuadratik. Di sisi lain penelitian untuk kasus n = 1
yaitu aff(1) := R > R, telah menjadi model yang bagus untuk mempelajari
square-integrable representations (lihat [3], [4], dan [5]).

Fakta tentang turunan dari aff(n) adalah inner telah diperoleh dalam hasil
penelitian [6]. Meskipun demikian, dalam artikel ini akan dibuktikan turunan dari
aff(2) adalah inner dengan cara yang berbeda dari hasil [6]. Pembuktian
dilakukan dengan cara menghitung langsung matriks transformasinya kemudian
dibuktikan bahwa matriks transformasi turunan setiap unsur di aff(2) sama
dengan matriks transformasi dari representasi adjoint unsur yang
berkorespondensi.

Dalam [7] disebutkan aljabar Lie aff(2) adalah nonsolvable dan aff(2) dapat
dikonstruksi dari split torus F = (f) dengan f = diag{0,0,0,1,1} sehingga aff(2)
dapat ditulis menjadi  aff(2): = R? x (sl,(R) @ F) dengan sl,(R) c gl,(R).
adalah ruang matriks real 2 x 2 dengan trace nol. Selain itu, aff(2) adalah aljabar
Lie Frobenius (lihat [1] dan [7]). Berbeda dengan hasil sebelumnya, dalam artikel
ini akan diberikan pendekatan yang berbeda untuk membuktikan bahwa aff(2)
adalah aljabar Lie Frobenius.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Beberapa notasi tentang turunan aljabar Lie, representasi adjoint aljabar Lie,
aljabar Lie affine aff(2), dan aljabar Lie Frobenius akan dibahas sekilas.

Definisi 1[8]. Misalkan g aljabar Lie yang bracket-nya adalah [,]. Pemetaan
linear 3 : g —» g dikatakan turunan dari g jika untuk setiap x, y € g berlaku

3 yD = [3C), y1 + [x, IO)]. (1)
Himpunan semua turunan dari g dinotasikan dengan T (), yaitu

T(3)={3 ;J:g— gadalahturunang}. (2)
Definisi 2 [8]. Pemetaan ad : g — gl(g) yang didefinisikan oleh

adx: g3y~ adx(y) =[x,y] € g 3)
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disebut representasi adjoint dan Persamaan (3) disebut turunan inner. Himpunan
semua turunan inner dinotasikan oleh ad g. Dengan kata lain , turunan 3
dikatakan inner jika T(3) = ad g.

Definisi 3 [8]. Skalar real a{‘j disebut konstanta struktur dari suatu aljabar Lie g
terhadap basis {x;, x5, ..., x, } jika persamaan berikut ini dipenuhi

[xi:xj] = k=1 afjxk- (4)

Proposisi 4[9]. Misalkan g aljabar Lie dengan basis {sq,s,,s3,...,S,} dan
misalkan pula aﬁ‘j konstanta strukturnya. Misalkan [ui]-]T matriks transformasi

untuk pemetaan linear J : g — g dengan [,ul-j]Ttranspos [u;j]. < turunan dari g
jika dan hanya jika

k=1 allcj.ukp = ge=1( .uikazj + Iljkafk)- ®)
dengan1 <i,j,p < n.

Misalkan g aljabar Lie berdimensi n dengan ruang dualnya g* dan hubungan
keduanya diberikan oleh

(f,s):=f(s).feg's€g. (6)

Definisi 5 [10]. Aljabar Lie g dengan basis {sy, s, s3, ..., S, } dikatakan Frobenius
jika terdapat fungsional linear f € g* sedemikian sehingga determinan matriks
yang entri-entrinya diberikan oleh (f,[s; s;]) = f([si,s;]) tidak sama dengan
nol.

3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan metode studi literatur dengan fokus kajian pada
paper [6]. Dengan menghitung matriks transformasi dari turunan I dari aff(2)
diperoleh bahwa T(J) = ad g. Dengan kata lain, turunan 3 dari aff(2) adalah
inner. Selanjutnya dengan memilih unsur f di ruang dual aff(2)* diperoleh
bahwa determinan matriks yang entri-entrinya diberikan oleh (f, [si,sj]) =

f([sl-,s]-]) tidak sama dengan nol. Akibatnya, aff(2) adalah aljabar Lie Frobenius.
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4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam Hasil dan Pembahasan ini setidaknya ada dua sifat aljabar Lie affine
aff(2) yang dipelajari. Untuk mempermudah dalam pembahasan, unsur di aff(2)
dapat diekspresikan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

(A €gl,(R) x€ Rz) )
0 0o /
Selanjutnya, unsur di ruang dual aff(2)* dapat diekspresikan juga dalam bentuk
matriks sebagai berikut:

A€ glL(R) =*
<y € (R?)* *) ®)
dan identifikasi keduanya dinyatakan oleh
(f,X) = trace (px) + trace (aA). 9)

dengan f := f(a,p) € aff(2)* dan X := X(A4, x) € aff(2).

Selanjutnya akan dibuktikan sifat-sifat aljabar Lie affine aff(2) dalam dua
proposisi berikut ini:

Proposisi 6. Turunan aljabar Lie affine aff(2) berdimensi 6 adalah inner.

Bukti .

Aljabar Lie affine aff(2) dapat dinyatakan sebagai hasil kali semi langsung
antara torus F = (f) dengan R? x sl,(R), yaitu aff(2) = F @ (R? x sl,(R)) =
R? x (sl,(R) @ F). Dalam hal ini, split torus F adalah turunan yang dapat
didiagonalkan dari Der (R? x sl,(R)). Kemudian pilih S := {s;, s;, 53, S4, S5, S¢}
basis untuk aff(2), dengan S; := {e;,e,} basis standard untuk R?, S, :=
{s3, 4,55} basis untuk sl,(R) dan S; = {se} basis untuk F. Unsur-unsur dalam
basis S;, S,, S5 dapat dituliskan dalam bentuk matriks sebagai berikut:

1. s = ((1)) dans, = ((1))
2. S3= (g é),s4 = ((1) 8), dan sg = ((1) _01)
3. Sg = (0 1).

Bracket tak nol dari aff(2) dan konstanta strukturnya diberikan Tabel 1 berikut
ini
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Tabel 1. Bracket tak nol dan konstanta struktur aff(2)

Bracket tak nol Konstanta struktur
[ss, s3] = 255 ai, =2
[ss5,84] = —2s,4 ags = 2
[s3,54] = s5, a3, =1
[ss5,51] = 54 ai; =1
[ss5,82] = —s; azs =1
[s3,82] = 81 a3, =1
[54,51] = 55 aj =1
[s6,51] = 1 ag; =1
[s6,S2] = s, ag, =1

Dengan menggunakan Tabel 1 di atas, diperoleh matriks transformasi dari
representasi adjoint ad x : aff(2) — aff(2) dengan x € aff(2) terhadap basis S
sebagai berikut:

000 0 -1 -1
/000—100\
lo oo o o o0 |

Loadsi=|g5 00 0 o o}
oooooo/
000 0 0 0
00 =100 0
00 0 0 1 —1
00 0 00 O

2 ads; =g 6 o o0 o
00 0 00 O
00 0 00 O
0100 0 0
/oooooo\
lo o 0o 0 =2 0]

doadss=1y 6 00 0 ol
000100/
0000 0 O
00 0 00 0
10 0 00 0
00 0 00 O

4 adsi=|o o 0 0 2 of
00 -1 00 0
00 0 00 O
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1 0 0 0 0 0
/0—10000\
o0 0 2 0 0 01

Soadss=|g 5 g 5 0 o
oooooo/
0 0 0 0 00
10000 0
0100 0 0
0000 0 0

6.ads6-—000000.
0000 0 0
0000 0 0

Sedangkan matriks transformasi dari turunan 3 : aff(2) — aff(2) dapat dihitung
menggunakan Persamaan (5), yaitu

6

6
Z aécj.ukp = Z(Mikaij + .Ujkafk)

k=1 k=1

dengan 1 < i,j,p < 6. Untuk lebih jelasnya perhatikan Tabel 2 berikut ini :

Tabel 2. Perhitungan entri matriks (ui,-)T

Pasang (i, )) Persamaan entri-entri matriks
(1,2) Y1 Aoy = Yier(H1kahy + paxaly).
(1,3) Y1 Astip = Do (H1kahs + paialy).
(1,4) =1 a’1(4ﬂkp = Yh=1( Il1ka£4 + ﬂ4ka§)k)-
(1,5) Yoot Aty = Yro1(HikQhs + Hskaly).
(1,6) Y1 Aty = Dim1( M1kl + Ueraiy)-
(2,3) =1 a§3ﬂkp = Yr=1( Mzkaﬁg + ugkaé’k)-
(2,4) =1 a§4ﬂkp = Yr=1( #2ka£4 + u4ka§’k)-
(2,5) Yho1 A5stip = Tho1(Hales + Uskahy).
(2,6) =1 a’fﬁﬂkp = Yr=1( #2ka£6 + uekaé’k)-
(3.4) =1 a§4ﬂkp = Yr=1( ﬂ3ka£4 + M4ka§k)-
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(3,5) Y1 Qstiiy = Yho1( Marlps + Usihy).
(3,6) Y1 @ettiy = Nim1( Harlig + Mok Q).
(4,5) Yoot Aistip = Yi=1( Harles + Uskaly).
(4,6) Yoot Aietip = Yr=1( Harlog + HorQyy)-
(5,6) Y1 Aoty = Nim1( Usklpg + HerQty)-

Selanjutnya, dengan menyelesaikan semua sistem persamaan linear dalam
Tabel 2 di atas maka diperoleh matriks transformasi dari turunan J : aff(2) —
aff(2) sebagai berikut:

atp & b 0 ¥y vy
¢ a 0 v =Y l/)\
r_| 0 0 B 0 —2£ 0]
W) =1 o o 0o - 2 o] @O
0 0 -7 & 0 o/
0 0 0 0 0 0

Perhatikan bahwa matriks transformasi (ui]-)T dari 35, sama dengan matriks
transformasi dari representasi adjoint ad s; untuk setiap i = 1,2,3,4,5,6. Dengan
kata lain, Der aff(2) = ad aff(2). Oleh karena itu, turunan aljabar Lie affine
aff(2)adalah inner.
|
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa aljabar Lie affine aff(2) adalah aljabar
Lie Frobenius sebagai berikut:

Proposisi 7. Aljabar Lie affine aff(2) adalah Frobenius.

Bukti .

Meskipun dalam [7] telah ditunjukkan bahwa aff(2) adalah aljabar Lie
Frobenius yaitu dengan menunjukkan bahwa determinan matriks [s;,s;] =
4(s%s3 + 5.5,55 — s?x4)? # 0, akan tetapi dalam pembuktian kali ini akan
digunakan Definisi 5 yaitu dengan menunjukkan bahwa terdapat f(p,a) €
aff(2)* sedemikian sehingga determinan matriks yang entri-entrinya didefinisikan
oleh (f, [s;,s;]) tidak sama dengan nol.

Menggunakan hasil dari [7], diperoleh matriks [s;,s;], yaitu matriks yang
entri-entrinya bracket [s;, s;] terhadap basis S.
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0 0 0 —S;, =51 -
/0 O _Sl O Sz _SZ
| 0 s 0 St —-2s3 0 |

[Si’sj] = kSZ 0 —Sg 0 25, (11)

0
S1 —Sy 283 =25, 0 0
0

S1 Sy 0 0 0
Kemudian pilih f(p, a) € aff(2)* dengan p = (0) € (R®)* dan a = (0 0) €
’ 0 0 1 1 0
%
al,(R). Dengan kata lain, f(p,a) = <1 0 *) € aff(2)*. Selanjutnya dengan
0 1 =

menggunakan Persamaan (9), diperoleh matriks (f, [si, sj]) sebagai berikut:

O 0 0 -1 o0 0
/0 0 0 O 1 —1\
10 0 0 0 -2 0 |
(f! [Si,Sj]) T 1 O O 0 0 0 | (12)
0O -1 2 0 0 0/
0O 1 0 0 0 0

Menggunakan perluasan kofaktor, diperoleh det(f, [s;,s;]) = —4 # 0. Jadi,
aff(2) adalah aljabar Lie Frobenius.
m

5. KESIMPULAN

Dari pembahasan di atas dapat diambil kesimpulan bahwa turunan aljabar Lie
affine berdimensi 6 aff(2) adalah inner dan aljabar Lie affine berdimensi 6 aff(2)
adalah aljabar Lie Frobenius. Disarankan untuk meneliti lebih lanjut tentang
analisis harmonik aff(2) dan mempelajari sifat-sifat lainnya serta mempelajari
untuk kasus aljabar Lie affine berdimensi n? + n seperti bagaimana mendapatkan
rumus umum pfaffian aff(n).
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