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ABSTRACT

Fuzzy subsets on the non-empty set is a mapping of this set to the interval [0,1]. The concept of
fuzzy subgroups introduced from advanced concept of fuzzy set in group theory. In concept of
fuzzy set there is the concept of relations is fuzzy relations. In this study examined that fuzzy
relations related to the equivalence and congruence on a fuzzy group and fuzzy factor group. The
results of this study was to show that a fuzzy relation g : 8(a, b) = min{uy(a), uy(b)}ifa #b
and B(a,b) = uy(e) if a = b is a fuzzy congruence relations on fuzzy group and a fuzzy relation
p defined of p(xH, yH) = K(xHy~1H)is a fuzzy congruence relations on fuzzy factor group.

Keywords: Fuzzy subgroup, Fuzzy factor group, Fuzzy relations 8, Fuzzy congruence relations.

ABSTRAK

Subset fuzzy pada himpunan tak kosong merupakan suatu pemetaan dari himpunan tersebut ke
interval [0,1]. Diperkenalkan konsep subgrup fuzzy yang merupakan pengembangan dari konsep
himpunan fuzzy didalam teori grup. Pada konsep himpunan fuzzy terdapat konsep relasi yaitu relasi
fuzzy. Pada penelitian ini dikaji sifat relasi fuzzy yang berkaitan dengan sifat ekuivalensi dan
kongruen pada grup fuzzy dan grup faktor fuzzy. Hasil dari penelitian ini yaitu relasi fuzzy g
dengan : B(a,b) = min{uy(a), uy(b)} jika a # b dan B(a,b) = uy(e) jika a = b merupakan
relasi kongruen fuzzy atas grup fuzzy serta relasi fuzzy p yang didefinisikan oleh p(xH,yH) =
K (xHy~1H) merupakan relasi kongruen fuzzy atas grup faktor fuzzy.

Kata Kunci: Subgrup fuzzy, Grup faktor fuzzy, Relasi fuzzy B, Relasi kongruen fuzzy.

1. PENDAHULUAN

Himpunan fuzzy dikembangkan pada tahun 1965 oleh Zadeh, kemudian
pada tahun 1971, Rosenfeld memperkenalkan konsep grup fuzzy dalam teori grup
yang mana salah satu dari konsep grup fuzzy adalah subgrup fuzzy [12]. Konsep
relasi fuzzy dituliskan oleh Klir pada tahun 1995 [9] yaitu subset fuzzy u pada
X X X yang dapat dituliskan p: X x X — [0,1] . Pada tahun 1992, Kuroki
memperkenalkan konsep kongruen fuzzy dan karakteristik dari kongruen fuzzy
dari grup G yang cakupannya hanya pada subgrup normal fuzzy [10]. Relasi
kongruen fuzzy terpenuhi apabila relasi fuzzy merupakan relasi ekuivalensi fuzzy
yang kompatibel fuzzy [3]. Dalam penelitian ini akan mengkaji relasi fuzzy yang
membentuk suatu relasi fuzzy g atas grup G [3]. Dengan menggunakan relasi
tersebut akan diuji kongruen fuzzy pada grup fuzzy. Kemudian, membuktikan
bahwa himpunan fuzzy dari grup faktor fuzzy merupakan subgrup faktor fuzzy dan
subgrup normal faktor fuzzy dengan menggunakan relasi fuzzy [ serta
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membuktikan suatu relasi fuzzy p merupakan relasi kongruen fuzzy pada grup
faktor fuzzy.

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Himpunan Fuzzy

Himpunan fuzzy merupakan pemetaan dari himpunan tak kosong ke interval
tertutup [0,1]:

Definisi 2.1.1 [9]
Suatu subset u dari G merupakan suatu fungsi u : G - [0,1].

Definisi 2.1.3 [13]
Diberikan himpunan fuzzy K dan L dari himpunan tak kosong G, sehingga
berlaku:
() K < L jikadan hanya jika K(x) < L(x),V x € G.
(i) K =L jikadan hanyajikaK € LdanlL € K.
(iii) (KNL)(x) = min{K(x),L(x)},Vx €QG.
(iv) (KUL)(x) =max{K(x),L(x)},Vx €G.

2.2 Relasi Fuzzy

Definisi 2.2.1 [9]
Diberikan X himpunan tak kosong, maka relasi biner fuzzy R pada X merupakan
subset fuzzy u pada X x X dapat dituliskan u : X X X — [0,1] dengan himpunan

fuzzy R = {(x, y), u(x, y)|(x,y) € X X X}.

Definisi 2.2.2 [3]
Diberikan X himpunan tak kosong. Suatu relasi biner fuzzy u atas X disebut relasi
ekuivalensi jika berlaku:
()  Refleksif, yaitu Vx € X berlaku u(x,x) = 1.
(i)  Simetrik, yaitu Vx,y € X berlaku u(x,y) = u(y, x).
(ili)  Transitif, yaitu Vx, z € X berlaku u(x, z) = J&{u(x, ). u(y, z)}.

Definisi 2.2.3 [3]
Diberikan S semigrup, suatu relasi biner fuzzy u atas S disebut kompatibel fuzzy
jika untuk setiap a, b, ¢, d € S berlaku min{u(a, b), u(c,d)} < u(ac, bd).

Definisi 2.2.4 [3]
Diberikan S semigrup, suatu relasi ekulivalensi fuzzy u yang kompatibel atas S
disebut kongruen fuzzy.

Definisi 2.2.5 [3]

Misalkan py adalah subgrup fuzzy dari grup G. Didefinisikan relasi fuzzy f pada
grup G yang dipetakan ke interval [0,1] sebagai :
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by = (M@ O Jika a2 b
Blab) = ug(e) Jjikaa=b

2.3 Subgrup Fuzzy dan Subgrup Normal Fuzzy

Definisi 2.3.1 [2]

Diberikan G grup, suatu pemetaan uy: G — [0,1] disebut subgrup fuzzy jika:
() ug(xy) = min{py (), uy(¥)},Vx,y €G.

(i) py(x™H) =py(0),VxEG,

(i)  py(e) =1.

Teorema 2.3.2
Jika G grup dengan elemen identitas e, maka uy(x) < uy(e), vx € G.

Definisi 2.6.3 [3]
Suatu subgrup fuzzy uy atas G disebut subgrup normal fuzzy dari G jika:
Uy (xy) = uy(yx) untuk setiap x,y € G.

2.4 Subgrup Faktor Fuzzy dan Subgrup Normal Faktor Fuzzy

Definisi 2.4.1 [3]
Himpunan fuzzy K yang merupakan subgrup fuzzy atas G/H disebut subgrup
faktor fuzzy.

Definisi 2.4.2 [3]
Himpunan fuzzy K yang merupakan subgrup normal fuzzy atas G/H disebut
subgrup normal faktor fuzzy.

Selanjutnya dibentuk suat pemetaan K : G/H — [0,1] dengan
K(xH) = B(x, h) sedemikian sehingga K merupakan subgrup faktor fuzzy dan
subgrup normal faktor fuzzzy. Kemudian diberikan K suatu subgrup normal faktor
fuzzy didefinisikan relasi fuzzy p sebagai berikut:

Definisi 2.4.3 [3]
Relasi fuzzy p atas G/H x G /H didefinisikan sebagai:
p(xH,yH) = K(xHy H)

3. PROSEDUR PENELITIAN

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah:

1. Mempelajari definisi maupun teorema yang akan digunakan dalam penelitian
seperti definisi himpunan fuzzy, relasi fuzzy, subgrup fuzzy dan subgrup normal
fuzzy.

2. Membuktikan bahwa relasi fuzzy g dari grup G dengan menggunakan relasi
fuzzy merupakan relasi kongruen fuzzy.
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3. Membuktikan bahwa himpunan fuzzy K dari grup faktor fuzzy merupakan
subgrup faktor fuzzy dan subgrup normal faktor fuzzy.
4. Membuktikan bahwa relasi fuzzy p dari grup faktor fuzzy merupakan relasi

kongruen fuzzy.
5. Menyimpulkan hasil dan saran dari penelitian.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Relasi Fuzzy B Merupakan Relasi Kongruen Fuzzy

Diberikan relasi fuzzy g pada Definisi 2.2.5, akan dibuktikan bahwa relasi
fuzzy f merupakan kongruen fuzzy dengan uy adalah subgrup fuzzy dari grup G.
Berikut akan disajikan proposisi yang terkait dengan relasi fuzzy g yaitu:

Proposisi 4.1.1
Diberikan G grup dengan identitas e . Jika py merupakan subgrup fuzzy atas
grup G, maka relasi g atas G merupakan relasi ekuivalensi atas G.

Bukti:
(i) Relasi fuzzy g bersifat Refleksif.
Ambil suatu a € G sehingga B(a,a) = uy(e) = 1.
(ii)  Relasi fuzzy B bersifat Simetrik.
Ambil sebarang a, b € G diperoleh
B(a,b) = min{uy(a), uy(b)}
= min{uy (b), py(a)}
= p(b,a).
(iii) Relasi fuzzy B bersifat Transitif.
Ambil sebarang a, b,c € G maka berdasarkan Definisi 2.5.3 diperoleh
bahwa :
B o Ba,c) = maks{f(a,b). (b, c)}
= maks{min{u (), uy (b)}- minipy (b), pu (€)}}
< maks{min{py (@), uy (b)}} - maks{min{uy (b), 1y (€)}}
< maks{uy(a)}. maks{u, (c)}
€G beG
< min{uy (@), pu(c)}
= B(a,c),Va,c €QG.
Sehingga diperoleh bahwa relasi fuzzy g merupakan relasi ekuivalensi.m

Proposisi 4.1.2
Jika uy subgrup fuzzy dari G, Vx,y € G,3x71,y~! € G, maka berlaku:
Blx~y™) = B(x,y).
Bukti:
Diketahui uy subgrup fuzzy dari G, diperoleh:
By~ = minfuy (x™H), uy (y ™1}
= min{uy (x), uy (y)}
= B(x,y).
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Kemudian, akan dibuktikan bahwa relasi fuzzy B adalah relasi yang
kompatibel yang akan disajikan oleh proposisi berikut:

Proposisi 4.1.3
Jika G grup , maka relasi fuzzy § atas G merupakan kompatibel fuzzy.
Bukti :
Dengan menggunakan Definisi 2.2.3 [3] dan relasi fuzzy ,sehingga untuk setiap
a,b,c,d € G diperoleh
B(ac, bd) = min{uy(ac), uy(bd)}
= min{min{uy (a), uy ()}, min{py (b), uy (d)}}
= min{uy (a), uy (b), uu(c), uy(d)}
= min{min{uy (@), uu(b)}, min{uy (c), uy (d)}}
= min{f(a, b), B(c,d)}.

Sehingga diperoleh bahwa relasi fuzzy g merupakan kompatibel fuzzy. m

Proposisi 4.1.4

Jika G grup, maka relasi fuzzy f atas G merupakan kongruen fuzzy.

Bukti:

Diketahui pada Proposisi 4.1.1, diperoleh bahwa relasi fuzzy f merupakan
ekuivalensi fuzzy dan pada Proposisi 4.1.3 diperoleh bahwa relasi fuzzy S
merupakan kompatibel fuzzy, sehingga pada Definisi 2.2.4 diperoleh bahwa relasi
fuzzy  merupakan kongruen fuzzy.m

4.2 Subgrup Faktor Fuzzy dan Subgrup Normal Faktor Fuzzy

Dibentuk suatu pemetaan K : G/H — [0,1] dengan K(xH) = B(x,h)
sedemikian sehinggga K subgrup fuzzy. Selanjutnya Kdisebut subgrup faktor fuzzy
dan subgrup normal faktor fuzzy yang disajikan pada praposisi berikut.

Proposisi 4.2.1
Himpunan fuzzy K : G/H — [0,1] dengan K(xH) = B(x, h)merupakan subgrup
faktor fuzzy dari G/H.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa K subgrup faktor fuzzy dari G/H. Karena py subgrup
fuzzy dari grup G. Untuk setiap xH, yH € G /H diperoleh
K(xHyH) = K(xyH)
= f(xy,h)
= min{uy (xy), uy(h)}
= uy (xy).
Karena py subgrup fuzzy sehingga
K(xHyH) = min{uy (x), uy (y)}
> min{min{uy (x), uy ()}, min{uy (v), uy (h)}}
= min{B(x, h), B(y, h)}
= min{K(xH),K(yH)}.
dan,
Untuk x € G/H,3x~1 € G dengan h € H maka x~*H € G /H diperoleh
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K(x™'H) = B(x~',h)
= min{uy (x™1), uy (h)}
= min{uy (x), uy (h)}
= B(x,h) = K(xH).
Sehingga diperoleh bahwa K merupakan subgrup faktor fuzzy dari G/H. m

Proposisi 4.2.2
Himpunan fuzzy K : G/H — [0,1] dengan K(xH) = B(x, h). Jika uy subgrup
normal maka K merupakan subgrup normal faktor fuzzy dari G/H.
Bukti:
Dengan menggunakan definisi subgrup normal fuzzy dan diketahui bahwa py
subgrup normal fuzzy sehingga untuk setiap xH, yH € G/H diperoleh
K(xHyH) = B(xy, h)
= min{uy (xy), uy (h)}
= min{uy (yx), uy(h)}
= B(yx, h)

Sehingga diperoleh bahwa K merupakan subgrup normal faktor fuzzy dari G/H. m

Proposisi 4.2.3
Jika K adalah subgrup faktor fuzzy dari grup G/H untuk suatu xH € G/H maka
berlaku: K(xHyH) = K(yH) © K(xH) = K(H) VyH € G/H.
Bukti:
K(xHyH) = min{K(xH), K(yH)}

= min{K(H),K(yH)}

= min{K(eH),K(yH)}

= min{f (e, h), B(y, b)}

= min{min{uy (e), uy (h)}, min{uy (y), uy (A3}

= min{uy (h), min{uy (v), (M) }}

= min{uy (y), uy(h)}

=By, h)

= K(yH).
dan
K(xH) = B(x, h)

= min{uy (x), uy (h)}

min{uy (e), uy (h)}

|

Diberikan subset fuzzy dari sebarang himpunan tak kosong K dan L, maka
akan ditunjukkan sifat operasi fuzzy K n L merupakan nilai minimum dari derajat
keanggotaan suatu unsur dari K dan L, yang mana akan disajikan Proposisi
sebagai berikut
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Proposisi 4.2.4
Jika diberikan K dan L merupakan dua subgrup faktor fuzzy dari G/H, maka
K n L merupakan subgrup faktor fuzzy dari G/H.
Bukti:
Untuk setiap xH, yH € G/H dengan h € H sehingga diperoleh
KN L(xHyH) = min{K(xHyH), L(xHyH)}
min{min{K (xH), K(yH)}, min{L(xH), L(yH)}}
min{K (xH),K(yH),L(xH),L(yH)}
min{min{K (xH), L(yH)}, min{K (yH), L(yH)}}
min{K N L(xH),K N L(yH)}.
Untuk suatu xH € G/H dengan h € H , 3x~! € G maka x~'H € G /H sehingga
diperoleh
KNL(x"'H) = min{K(x"*H),L(x"*H)}
= min{K(xH),L(xH)}
= K N L(xH).
Sehingga diperoleh bahwa K N L merupakan subgrup faktor fuzzy dari G/H. m

i iV

Proposisi 4.2.5
Jika diberikan K dan L merupakan dua subgrup normal faktor fuzzy dari
G/H ,maka K n L merupakan subgrup normal faktor fuzzy dari G/H.
Bukti:
K N L(xHyH) = min{K(xHyH), L(xHyH)}
= min{K(yHxH), L(yHxH)}
=K N L(yHxH).
Sehingga diperoleh bahwa K n L merupakan subgrup normal faktor fuzzy dari
G/H.m

4.3 Relasi Fuzzy p merupakan Relasi Kongruen Fuzzy

Diberikan relasi fuzzy p [3] pada Definisi 2.4.3, dari Definisi 2.2.4 akan
dibuktikan bahwa relasi fuzzy p merupakan relasi ekuivalensi fuzzy dan relasi
kompatibel fuzzy yang disajikan pada proposisi berikut.

Proposisi 4.3.1
Relasi p(aH,bH) = K(aHb~'H) merupakan relasi kongruen fuzzy pada
G/HXG/H.
Bukti:
(i) Relasi fuzzy p bersifat Refleksif.

Ambil suatu aH € G /H diperoleh

p(aH,aH) = K(aHa 'H)

= R(H).

(ii) Relasi fuzzy p bersifat Simetrik.

Ambil sebarang aH,bH € G /H diperoleh
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p(aH,bH) = K(aHb™1H)
= K(ab™'H)
= K((ab™")7'H)
= K(ba 'H)
= p(bH, aH).
(iii) Relasi fuzzy p bersifat Transitif.
Ambil sebarang aH, bH, cH € G /H diperoleh

pep(aH,cH) = brfrllgg/sy{p(aH, bH).p(bH,cH)}

_ -1 -1
—brlrilé';\Gl(/sH{K(aHb H).K(bHc™*H)}

= brgllggsH{K(ab_lH). K(bc™*H)}

maks{8(ab™", h). B(bc™", h)}

rr;glgs{min{uﬂ(ab‘l), pyy (W)} min{uy (be™), uy(h)} }
< rr;glgs{min{min{up;(ab‘l), pa(be™ D}, uy (W3}

< n;glgs{min{uH(aC‘l), g (W3}

min{uy (ac™), py (h)}
= K(aHc™'H)
= p(aH,cH).
(iv) Relasi fuzzy p merupakan Kompatibel fuzzy
Ambil sebarang aH, bH,cH,dH € G/H, diperoleh
min{p(aH, bH),p(cH,dH)} = min{K(ab 'H),K(cd™1H)}
= min{f(ab~%, h),B(cd™ L, h)}
= min{uy(ab™"), puy(cd™1)}.
Karena diketahui bahwa uy subgrup normal fuzzy sehingga
min{p(aH, bH), p(cH,dH)} = min{uy (b~ a), py(cd™)}
< uy(b~tacd™)
= py(ach™'d™1)
= min{uy (ac(bd)™), uy (h)}
= B(ac(bd)™', h)
= K(acH(bd)™'H)
= p(acH, bdH).

Berdasarkan pembuktian (i), (ii), (iii) diperoleh bahwa relasi fuzzy p
merupakan relasi ekuivalensi fuzzy dan pada pembuktian (iv) diperoleh bahwa
relasi fuzzy p merupakan kompatibel fuzzy, sehingga dari Definisi 2.5.7 maka
disimpulkan bahwa relasi fuzzy p merupakan relasi kongruen fuzzy atas grup
G/H. m

5. KESIMPULAN
1. Relasi fuzzy g pada G x G yang dipetakan ke interval [0,1] sebagai berikut:

B(a,b) = min{uy(a), uy(b)} jika a # b dan B(a,b) = uy(e) jika a=»b,
maka relasi fuzzy f merupakan relasi kongruen fuzzy.

2. Pemetaan K : G/H - [0,1] yang didefinisikan oleh K(xH) = B(x, h) untuk
setiap h € H merupakan subgrup normal faktor fuzzy.
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3. Pemetaan p : G/H X G/H - [0,1], didefinisikan p(xH,yH) = K(xHy H)
merupakan relasi kongruen fuzzy.
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