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ABSTRACT

Hemiring is a non-empty set R which is equipped with the addition operation "+" and the
multiplication operation "-" and satisfied four conditions, namely: (R, +) is a commutative monoid
with an identity element of 0, (R,) a semigroup, satisfied distributive properties the multiplication
over addition on both sides, and satisfied 0-7 = 0 = 7- 0 for each T € R. There are several types
of hemiring such as idempotent hemiring, zerosumfree hemiring, simple hemiring and others. In
this paper, it discusses the sufficient and necessary conditions of a hemiring that is said to be
commutative and said to be simple, prove the characteristics of the operation in zerosumfree
hemiring, idempotent hemiring, and simple hemiring.

Keywords: hemiring, commutative, zerosumfree, idempotent, simple hemiring.

ABSTRAK

Hemiring adalah suatu himpunan tak kosong R yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan “+”
dan operasi perkalian ““” dan memenuhi empat kondisi yaitu : (R, +) adalah monoid komutatif
dengan elemen identitas O, (R,) adalah semigrup, berlaku sifat distributif operasi perkalian
terhadap penjumlahan di kedua sisi, dan berlaku 0+ 7 = 0 =t - 0 untuk setiapt € R. Terdapat
beberapa jenis dari hemiring seperti hemiring idempoten, hemiring zerosumfree, hemiring simpel
dan lainnya. Dalam artikel ini membahas mengenai syarat cukup dan syarat perlu dari suatu
hemiring dikatakan komutatif dan dikatakan simpel, pembuktian sifat-sifat operasi pada hemiring
zerosumfree, hemiring idempoten, dan hemiring simpel.

Kata Kunci: hemiring, komutatif, zerosumfree, idempoten, hemiring simpel.

1. LATAR BELAKANG

Pada tahun 1943 Vandiver memperkenalkan semiring. Semiring adalah
generalisasi dari ring dengan elemen satuan karena semiring tidak memiliki invers
pada operasi penjumlahan. Pada perkembangan selanjutnya, Grillet dan Grillet
1971 [6], 1972 [7] meneliti ideal-free dan semisimple semiring menggunakan
teknik teori semigrup. Selanjutnya, hemiring adalah semiring tanpa elemen satuan
pada operasi perkalian. Hemiring juga bisa dikatakan sebagai generalisasi dari
ring yaitu pada operasi penjumlahan merupakan monoid komutatif. Pada tahun
2007 Zhan dan kawan-kawan [8] menemukan konsep dari h-hemiregularity dari
hemiring dan meneliti beberapa sifat di teori fuzzy. Yin dan kawan-kawan [9]
menemukan notasi hemiring h-semisimple dan karakterisasi dengan ideals fuzzy
di tahun 2008. Selanjutnya, M. Gulistan dan kawan-kawan [10] mengkarakterisasi
gamma hemiring dalam level-cut dari generalisasi fuzzy di tahun 2015. Selain
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yang telah disebutkan sebelumnya, masih terdapat banyak peneliti yang
mempelajari tentang hemiring, salah satunya Golan yang menyebutkan dalam
bukunya beberapa jenis dari hemiring yaitu hemiring komutatif, hemiring
idempoten, hemiring zerosumfree, hemiring simpel dan lainnya. Hemiring
komutatif adalah hemiring yang memiliki sifat komutatif pada operasi perkalian.
Hemiring idempoten yaitu saat setiap elemen hemiring merupakan elemen
idempoten. Jika hanya penjumlahan dua elemen nol yang menghasilkan nol pada
hemiring maka hemiring tersebut disebut hemiring zerosumfree. Selanjutnya,
hemiring disebut hemiring simpel jika elemen satuan dijumlahkan dengan setiap
elemen yang lain di hemiring menghasilkan elemen satuan tersebut.

Dalam artikel ini membahas mengenai struktur hemiring ini yaitu dengan
membuktikan beberapa proposisi, teorema, dan lemma terkait hemiring komutatif,
hemiring zerosumfree, hemiring idempoten, dan hemiring simpel.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Suatu himpunan tak kosong dengan operasi biner yang besifat assositif
disebut semigrup, dan semigrup yang memiliki elemen identitas disebut monoid
[1]. Lebih lanjut, monoid dikatakan komutatif karena memiliki operasi biner yang
komutatif. Berikut diberikan definisi semigrup dan monoid komutatif.

Definisi 2.1 [2] Suatu himpunan yang tak kosong R, dilengkapi oleh operasi
pertama yaitu penjumlahan “+” dan operasi kedua yaitu perkalian “-” disebut
hemiring jika memenuhi kondisi berikut.

1. (R,+) merupakan monoid komutatif,

2. R dengan operasi perkalian adalah semigrup,

3. Berlaku sifat distributif operasi perkalian terhadap penjumlahan di kedua sisi,
4. BerlakuO- 7 = 0 = -0 untuk setiap T € R.

Analog dengan ring, pada konsep hemiring terdapat juga pengertian elemen
satuan, subhemiring dan hemiring komutatif yang dinyatakan berturut-turut
sebagai berikut
Definisi 2.2 [5] Diberikan hemiring R. Elemen 1 € R dengan 1 # 0 disebut
elemen satuan dari R jika memenuhi 1-t=t=7t-1 untuk setiap 7 €R.
Selanjutnya, jika hemiring mempunyai elemen satuan disebut hemiring dengan
elemen satuan.

Teorema 2.3 [3] Jika terdapat suatu elemen identitas pada operasi biner maka
elemen identitas tersebut tunggal.

Definisi 2.4 [5] Diberikan hemiring R. Himpunan bagian yang tak kosong A dari
R disebut subhemiring dari R jika memuat nol dan tertutup terhadap operasi
penjumlahan serta operasi perkalian dari R.
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Definisi 2.5 [5] Suatu hemiring R dikatakan komutatif jika pada (R,") memenuhi
T+-n =1 -t untuk setiap t,n € R.

Selanjutnya, berikut diberikan beberapa jenis hemiring.
Definisi 2.6 [2] Sebuah hemiring (R,+,)) disebut hemiring zerosumfree jika
terdapat 7, 7" € R yang memenuhit+ 7' =0makat =1’ = 0.

Definisi 2.7 [2] Suatu elemen t dari hemiring R disebut elemen idempoten
penjumlahan jika 7+ 7 = Tuntuk setiap = € R. Selanjutnya himpunan semua
elemen idempoten penjumlahan dari R dinotasikan dengan I*(R). Hemiring R
dikatakan idempoten penjumlahan jika I*(R) = R.

Definisi 2.8 [2] Suatu elemen 7 dari hemiring R disebut elemen idempoten
perkalian jika 72 = 7 untuk setiap 7 € R. Selanjutnya himpunan semua elemen
idempoten perkalian dari R dinotasikan menjadi I*(R). Hemiring R dikatakan
idempoten perkalian jika I*(R) = R.

Definisi 2.9 [2] Suatu elemen t dari hemiring R disebut elemen idempoten jika t
adalah elemen idempoten penjumlahan sekaligus elemen idempoten perkalian.
Selanjutnya himpunan dari semua elemen yang idempoten di R dinotasikan
dengan I(R). Hemiring R dikatakan idempoten jika idempoten penjumlahan
sekaligus idempoten perkalian, yaitu I(R) = I"(R) = I*(R) = R.

Definisi 2.10 [2] Suatu elemen 7 dari hemiring R disebut elemen almost
idempoten jika T = 72, dan hemiring R dikatakan almost idempoten jika setiap
elemennya merupakan almost idempoten.

Definisi 2.11 [5] Suatu elemen ¢ dari hemiring R dikatakan infinity jika { + 7 = ¢
untuk setiap T € R.

Definisi 2.12 [5] Hemiring R dengan elemen satuan 1 adalah simpel jika 1 adalah
infinity.

3. METODE PENELITIAN
Pada penelitian ini, langkah—langkah yang digunakan adalah sebagai
berikut:

1. Menjelaskan teorema ketunggalan identitas, definisi rectangular band
terhadap (R,+), rectangular band terhadap semigrup (R,"), hemiring,
idempoten penjumlahan, idempoten perkalian, idempoten, almost idempoten
dan hemiring simpel.

2. Menentukan syarat cukup dan syarat perlu suatu himpunan tak kosong
merupakan hemiring komutatif.
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3. Menentukan syarat cukup suatu hemiring bersifat zerosumfree, idempoten,
dan membuktikan sifat-sifat operasi pada hemiring zerosumfree, hemiring
idempoten.

4. Menentukan syarat cukup, syarat perlu suatu hemiring merupakan hemiring
simpel dan membuktikan sifat-sifat operasi pada hemiring simpel.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Hemiring Komutatif

Berikut ini merupakan syarat perlu dan syarat cukup suatu hemiring bersifat
komutatif.
Proposisi 4.1.1 Diberikan himpunan yang tak kosong R dan dilengkapi operasi
biner + serta - sedemikian sehingga 1 dan O termuat di R. Himpunan R
merupakan hemiring komutatif jika dan hanya jika untuk setiap ¢,n,9,v,w € R

dipenuhi:
1. {+0=(=0+¢,
2. {-1=¢,
3. 0:¢{=0,

4, [(rwo+n)+9] - v=v-n+[{ (w-v)+9I-v].
Bukti : (=) Karena R merupakan hemiring komutatif dan 1 € R, berdasarkan
Definisi 2.2, kondisi 2 dipenuhi dan berdasarkan Definisi 2.1 dipenuhi kondisi 1
dan 3. Selanjutnya hanya perlu membuktikan kondisi 4. Diambil {,n,9,v,w € R
[(ro+m+I]-v =nv+[{(w-v)+TI-V]
=vn+[(-(w-v)+9-v]
(<) Pertama akan dibuktikan operasi perkalian dan operasi penjumlahan bersifat
komutatif di R. Diambil sebarang {,n € R
{+n =[¢-1+n)+0]-1
=1-n+[(-(1-1)+0-1]=n+{, dan

n:¢ =[0-0+n)+0]-¢

=¢n+[0-(0-O+0-{]=(-n.
Jadi operasi penjumlahan serta operasi perkalian di R bersifat komutatif.
Selanjutnya akan dibuktikan sifat asosiatif pada operasi penjumlahan dan operasi
perkalian. Diambil sebarang {,n,9,v € R
C+m+9 =[n-1++9]-1

=1-¢(+[n-A-1D+9-1] =7+ (n+9),dan
(09 =[(v+0)+0]9
=9-04+[(-@ - 9)+0-9] = (V).
Jadi operasi penjumlahan serta operasi perkalian bersifat asosiatif di R.
Selanjutnya akan dibuktikan sifat distributif. Diberikan sebarang {,n,9 € R
C+m-9=[(-1+n)+0] 9
=9-n+[(-(1-9)+0-9]
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=09+ 9=0-9+n9.
Jadi berlaku sifat distributif di R. Jadi berdasarkan hasil analisa di atas R
merupakan hemiring komutatif.m

4.2 Hemiring Zerosumfree dan Hemiring ldempoten
Propsosisi berikut merupakan syarat cukup suatu hemiring bersifat

zerosumfree.
Proposisi 4.2.1 Diberikan hemiring R dengan elemen satuan. Jika o = o +1
untuk suatu o € R maka R merupakan zerosumfree.
Bukti: Diambil sebarang 7,7’,0 € R dengan ¢ = o+ 1 dan 7 + ¢’ = 0. Karena
berdasarkan Definisi 2.1, 0 € R dan berlaku 7-0 = 0 = 0 - 7 untuk setiap T € R.
0=0p=(t+1")0

=10+7 0

=7 (o+1D+1"-(0+1)

=7-(0+1)+7-(6+1+1)

=to+t+10+7 +7

=@T+1t)+7'+@+1) 0

=0+7'+0-0="1"
Oleh karena itu, 7" = 0, yang mengakibatkan 0 = t + 7’ = 7+ 0 = 7 atau dapat
ditulis T = ¢’ = 0. Jadi terbukti R merupakan zerosumfree.m

Proposisi berikut membahas mengenai hubungan antara hemiring idempotent
perkalian dengan idempotent penjumlahan.
Proposisi 4.2.2 Jika hemiring idempoten perkalian R yang memenuhi kondisi t +
T'n+1t=1=1+n" 7+ tUuntuksetiap t,n € R, maka R merupakan idempoten
penjumlahan dan dalam penjumlahan memenuhi kondisi T n+n-
T = 7 -y untuk setiap 7,n € R.
Bukti: Diberikan sebarang T € I*(R) sehinggap 72 = 1.
T+71 = (1 +71)2
=12+t +12 412
=1+t +1%+71
=1+(@T+1)T+T=T1.
Jadi Tmerupakan elemen idempoten penjumlahan. Karena 7 sebarang elemen di
I*(R) dan I*(R) =R akibatnya I*(R) =R =1%(R). Selanjutnya, akan
dibuktikan z - n +n - T = 7 - n untuk setiap 7, € R. Diberikan t,n € I(R).
T n+n-t=t-n+rt-n+n-t
=Ttn+n-t+7T°M
=@ n+n-t+r-n)?
=tn-(tnp+n-t+r-n)+n-t-(@n+n-v+71-M)
+tn-(T'n+n-t+1°1M)
=[c- )+ c+ @+ o+ +
n-t?-nl+ [+ @ D) -t+ (T-n)?
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=t n+@ -+t rtn+@-o-n)-t+n-7-1]+
[t-n+@-n)-T+1-7]

Karena R memenuhi kondisit+t-n+7=1=71+7n-7+ 1, sehingga
[tn+@ ) t+nl+-on+@--n)-t+n-7-7]
tron+t@ )+l =tnp+n-@C-N+rnp=1-n.
Terbukti R merupakan idempoten penjumlahan dan memenuhi kondisi
T'n+nt=1'7.1

Suatu semigrup (R,*) yang memenuhi T =t *n *tuntuk setiap 7,n € R
disebut rectangular band [4]. Berikut ini merupakan syarat perlu suatu hemiring
bersifat almost idempoten yang dihubungkan dengan sifat rectangular band.
Teorema 4.2.3 Diberikan suatu hemiring R dengan elemen satuan yang
memenuhi T +n = 1 untuk setiap 7,7 € R. Jika (R, +) rectangular band maka R
merupakan hemiring almost idempoten.

Bukti : Untuk membuktikan R merupakan almost idempoten, cukup ditunjukkan
7+ 12 = 72 untuk setiap 7 € R. Berdasarkan yang diketahui, T +n = 1 untuk
setiap 7,1 € R.

1 =1+n
t=1%2+1-n (dikali dengan t pada kedua ruas)
??+1=12+71n+1° (kedua ruas ditambah 72)
=7-(t+n+71)
= ‘[2

Jadi 7 terbukti almost idempoten. Selanjutnya dengan cara yang sama akan
dibuktikan n almost idempoten.
T+n =1

Tn+n® =7
n+ton+n® =0+
m+t+m)-n =n’+n

n? =n*+n.

Karena telah terbukti T dan n merupakan almost idempoten untuk setiap 7,7 €
R. Jadi dapat disimpulkan R merupakan hemiring almost idempoten. m

Selanjutnya akan dibahas sifat yang terdapat pada operasi penjumlahan di
hemiring
Proposisi 4.2.4 Jika (R, +,-) merupakan hemiring maka untuk setiap 7,n € R
memenuhi T + 7 -n = 7 jika dan hanya jikat-n = 0.
Bukti : (=) Karena R memuat unsur identitas penjumlahan, yaitu 0 dan
berdasarkan Teorema 2.3 elemen identitas bersifat tunggal. Berarti untuk setiap
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T € R berlaku 7 + 0 = 0 + 7 = 7. Akibatnya t + 7 - = 0, jika dan hanya jika 7 -
n=20.

(<) Karena untuk setiap 7,n € R berlaku t-n =0, dan untuk setiap 7 € R
berlaku T + 0 = t. Akibatnyat +7-n =17.m

Pada lemma berikut akan dibahas mengenai elemen idempoten penjumlahan.

Lemma 4.2.5 Jika T dan n merupakan elemen idempoten penjumlahan dari
hemiring R, maka t - n merupakan elemen idempoten penjumlahan di R.
Bukti : Karena T dan n merupakan elemen idempoten penjumlahan dari hemiring
R, berarti T+t =1 dan n+n =n. Selanjutnya, dengan menggunakan sifat
distributif, diperoleh

Tt =t-(m+n) =110
Jadi T - n merupakan elemen idempoten penjumlahan. m

Selanjutnya akan dibahas dua elemen idempoten penjumlahan adalah sama
jika memenuhi syarat yang akan diuraikan dalam proposisi berikut.
Proposisi 4.2.6 Jika 7,71, 9 dan v merupakan elemen dari hemiring idempoten
penjumlahan R makat +9 =ndann +v =1, makat = 1.
Bukti : Diberikan a elemen dari R sehinggat + 7 = 7.
T=7+7T=7+n+vV
=1t+7+9+v
=t+9+v
=n+v+9I9+v
=n+v+v+9d
=n+v+Id=1t+d=n.nm

Selanjutnya akan dibahas hubungan hemiring R rectangular band dengan
idempoten perkalian pada proposisi berikut.
Proposisi 4.2.7 Jika (R,") rectangular band maka t - n merupakan idempoten
perkalian untuk setiap 7,n € R.
Bukti : Hemiring (R,") merupakan rectangular band, akibatnya untuk setiap 7,7 €
R memenuhit-n-17=r1.
(tm? =117

=@ 1)

=1
Jadi terbukti a - b merupakan elemen idempoten perkalian.m

4.3 Hemiring Simpel

Pada subbab ini diberikan syarat perlu dan cukup dari hemiring simpel
Proposisi 4.3.1 Diberikan hemiring R dengan elemen satuan. Pernyataan berikut
adalah ekuivalen pada hemiring R.
(1) R merupakan simpel,
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(2) T=1-n+ tuntuksetiapz,n € R,
(3) T =n-t+ tuntuksetiap 7,n € R.
Bukti : (1) = (2). Diberikan sebarang 7,17 € R. Karena R merupakan hemiring
simpel sehinggan + 1 = 1.

t=1-1l=t-n+)=1t"n+1.
Jadi terbukti (1) = (2).
(2) = (3). Diberikan t,n € R.

t=1'n+t=1-(n+1).

Karena R memuat elemen satuan 1 yang merupakan elemen identitas pada operasi
perkalian dan berdasarkan Teorema 2.3 elemen identitas bersifat tunggal, berarti
untuk T = 7+ (n + 1) mengakibatnyan + 1 = 1.

T =1lt=Mm+1)t=n-1+T7.
Jadi terbukti (2) = (3).
(3) = (1). Diberikan sebarang n € R.

n+l=n-1+1=1.

Jadi terbukti (1) = (3).
Jadi berdasarkan hasil analisa di atas pernyataan (1), (2), dan (3) ekuivalen pada
hemiring dengan elemen satuan.m

Proposisi berikut membahas mengenai hubungan antara hemiring simpel
dengan hemiring idempoten penjumlahan.
Proposisi 4.3.2 Jika R hemiring simpel maka R merupakan hemiring idempoten
penjumlahan.
Bukti : Diberikan sebarang t € R. Karena (R, +,") merupakan hemiring simpel
sehingga 1 merupakan infinity, berarti untuk setiap T € R berlaku

T=1"1
=7-(1+1)=1+T1.

Jadi, R merupakan hemiring idempoten penjumlahan. m

Selanjutnya teorema berikut akan membahas mengenai kondisi yang
ekuivalen dengan pernyataan hemiring simpel yang sekaligus hemiring idempoten
perkalian.

Teorema 4.3.3 Diberikan hemiring R dengan elemen satuan. Pernyataan berikut

merupakan ekuivalen.

(1) R simpel dan idempoten perkalian,

(2 (z+n)-(+9)=t+n-I9untuk setiap 7,n,9 €R,

(3) t+n =rtjikadanhanyajikat-n =n =n-tuntuk setiap 7,n € R.

Bukti : (1) = (2). Diambil sebarang z,1,9 € R.

T+n) T+ =G+ t+@+n)-9=>GC*+n- D)+ (T-9+n-9)

=(T+n-)+@-9+n-9=t+(t-9+n-9)
=T+t 9)+n-I9=1t+n-9.
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Jadi terbukti (1) = (2).
(2) = (3).
(=) Diambil sebarang t,n € R. Terdapat 0 € R yang berdasarkan Definisi 2.1
merupakan elemen identitas di R.

=@+ -M+0)=MW+1)-W+0)=n+7-0=n,
dan

nt=M+0)-@C+nN)=M0+0)-h+1)=n+0-7=n.
Jadi, terbukti jikat +n = tmakat-n =n =n-tuntuk setiap t,n € R.
(<) Diberikan 7,7 € R.

n+t=n+1l-t=Mmn+1)-(n+1).

Karena R memuat elemen satuan 1 yang merupakan elemen identitas pada operasi
perkalian dan berdasarkan Teorema 2.3 elemen identitas bersifat tunggal,
akibatnyauntukn +t=(m+1)-(n + 1) berlakun +1 = 1.

1 =1+n
1't=0+n)-t (dikali dengan 1)
T=14+n"7T (sifat distributif)
=T+ (t-n=n=n-1)

Jadi terbukti jikat-n =n =n-17makat +n = t untuk setiap 7,n € R.

Jadi terbukti (2) = (3).

(3) = (1). Diketahui T + n = 7 jika dan hanya jika - n = n = n - T untuk setiap

7,1 € R. Akan dibuktikan R idempoten perkalian dan R simpel.

a. Diambil sebarang n € R. Karena 1 € R merupakan elemen satuan, sehingga
berlaku 1-n =n =n-1. Selanjutnya, berdasarkan yang diketahui berlaku
1+ n = 1. Karena b sebarang elemen di R akibatnya R simpel.

b. Diambil sebarang T € R. Karena R terbukti simpel, akibatnya berdasarkan
Proposisi 4.3.2, R idempoten penjumlahan sehingga berlaku 7+t = 1.
Selanjutnya, dari yang diketahui karena 7 + t = t sehingga didapatkan 72 =
7. Jadi R merupakan idempoten perkalian.

Jadi terbukti (3) = (2).

Jadi berdasarkan hasil analisa di atas pernyataan (1), (2), dan (3) ekuivalen pada

hemiring dengan elemen satuan.m

Teorema berikut membahas mengenai sub himpunan dari suatu hemiring
simpel dan irisan dari dua subset hemiring simpel.
Teorema 4.3.4 Diberikan suatu hemiring simpel R. Untuk setiap elemen { € R
didefinisikan S({) ={0}u{r € R:t+ { =1}. Himpunan S({) merupakan
subhemiring dari R untuk setiap ¢ € R, dan memenuhi S({) NS(n) =S({ - n)
untuk setiap {,n € R.
Bukti : Untuk membuktikan S(¢) merupakan subhemiring dari R cukup
ditunjukkan S(¢) himpunan bagian yang tak kosong di R, memuat 0 dan 7 + 7',
-7 € §({) untuk setiap 7,7’ € S({). Berdasarkan definisi keanggotaan S({)
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diperoleh S(¢) himpunan bagian dari R dan 0 € S({) dengan kata lain S({)
merupakan himpunan bagian tak kosong di R. Diambil sebarang 7,1’ € S({)
sehingga
t+{(=1=1"+¢.
Karena R merupakan hemiring simpel, berarti R memuat elemen satuan 1 yang
merupakan elemen infinity dan akibatnya, berlaku 1-{ =¢ =" 1.
T+t +=1t+7"+(-1
=714+t +{-(1+1)
=T7+17+{+¢
=@+ +E +9)
=14+1=1.
JadiT + ' € S().
Diketahui R simpel dan { € R sehingga berlaku ¢ + 1 = 1 untuk setiap ¢ € R.
Selanjutnya, dengan menggunakan sifat elemen satuan dan definisi anggota S({),
diperoleh
1=14+¢=1"1+{(=GC+a)- '+ +<.
=17+t (+{ T+ ((*+
=17 +71-(+(( T+ +
=17 +@ (+)+{ 1+
=17+ + T+l =17 +{(+P) =17+
Jadi - 17" € §({). Terbukti S({) merupakan subhemiring dari R.
Selanjutnya, akan dibuktikan S({) NS(n) = S({-n) untuk setiap {,n € R.
Diambil sebarang 7 € S(¢ - n) dan t # 0 sehingga berlaku t + { - = 1.
1=14+{=7+{'n+¢
=17+(.
Jadi T € §({). Selanjutnya, dengan cara yang sama akan dibuktikan t € S(n).
1=1+n=t+{'n+n
=71+7.
Jadi T € S(n). Akibatnyat € S({) N S(n). m

5. KESIMPULAN
Berdasarkan hasil dan pembahasan dari penelitian ini didapatkan
kesimpulan sebagai berikut.

1) Syarat cukup dan syarat perlu suatu himpunan yang tak kosong di R disebut
hemiring komutatif yaitu 0,1 € R dan untuk setiap ¢,n,9,v, w € R dipenuhi :
(+0=(=0+¢, (-1=¢, 0-¢=0, dan
[((rw+n)+I9]v=v-n+[{-(w-v)+I V]

2) Syarat cukup suatu hemiring merupakan zerosumfree, hemiring idempoten,
hemiring almost idempotent dan sifat-sifat operasi pada hemiring adalah
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g.

Jika terdapat suatu elemen o dari suatu hemiring R dengan elemen satuan
1 yang memenuhi ¢ = ¢ + 1 maka R disebut hemiring zerosumfree,

Jika R merupakan hemiring idempoten perkalian yang memenuhi kondisi
t+t'n+t=1t=71+n -7+ 7 untuk setiap t dan n elemen dari R
maka R disebut hemiring idempoten penjumlahan dan memenuhi kondisi
T nN+n-T=1"1,

Jika hasil penjumlahan setiap dua elemen di hemiring merupakan elemen
satuan dan terhadap operasi penjumlahan merupakan rectangular band
maka hemiring bersifat almost idempoten,

Untuk setiap t,n elemen hemiring berlaku 7 + 7 -1 = t jika dan hanya
jikat-n =0,

Elemen hasil perkalian dari dua elemen idempoten penjumlahan
merupakan elemen idempoten penjumlahan,

Untuk 7,n,9,v € I*(R) dengan 7 + 9 = n dan n + v = t didapatkan t =
M

Hasil perkalian dari dua elemen hemiring rectangular band terhadap
operasi perkalian merupakan elemen idempoten perkalian.

3) Syarat cukup, syarat perlu suatu hemiring merupakan hemiring simpel dan
sifat-sifat operasi pada hemiring simpel sebagai berikut.

a. Suatu hemiring simpel merupakan hemiring idempoten penjumlahan.
b. Berikut adalah kondisi yang ekuivalen pada hemiring dengan elemen
satuan.
(1) R adalah simpel,
(2) T =11+ tuntuk setiap 7,n € R,
(3) T =n -7+ Tuntuk setiap t,n € R.
c. Pernyataan-pernyataan berikut adalah ekuivalen pada hemiring dengan
elemen satuan.
(1) R simpel dan idempoten perkalian,
2 (t+n) - (t+9) =7+n-IJuntuk setiap 7,n,9 € R,
(3) T +n = tjikadan hanyajikat -n =n = n -t untuk setiap 7,n € R.
d. Untuk setiap elemen ¢ € R terdapat S({) ={0}U{r€R:7+{ =1}
merupakan subhemiring dari R. Selanjutnya, S({)NS(n) =S n)
untuk setiap {,n € R.
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