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ABSTRACT
Let K be a field, E is a directed graph. Let A is a directed line graph. Suppose that Vi, is a class

of Chen simple module for the Leavitt path algebra (LK (E)), with [p] being equivalent classes
containing an infinite path. An infinite path p is an infinite sequence from the sides of a graph. In
this paper it will be shown that V},,;is not a prime module of the Leavitt path algebra for graph

A, .
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ABSTRAK

Misalkan K suatu lapangan, E suatu graf berarah. Diberikan A suatu graf garis berarah. Misalkan

Vip) suatu kelas modul sederhana Chen atas aljabar lintasan Leavitt (LK (E)), dengan [p]

merupakan kelas-kelas ekivalen yang memuat suatu lintasan tak berhingga. Suatu lintasan tak
berhingga p adalah suatu barisan tak berhingga dari sisi-sisi pada graf. Dalam tulisan ini akan
ditunjukan bahwa Vj,,;; bukan merupakan modul prima atas aljabar lintasan Leavitt untuk graf A, .

Kata kunci: Aljabar lintasan Leavitt, Graf A.. , Modul sederhana Chen, Modul Prima.

1. PENDAHULUAN

Konsep prima dalam struktur aljabar pada awalnya dikembangkan melalui
struktur ideal pada gelanggang. Pada tahun 1871 Dedekind mulai
memperkenalkan konsep ideal prima [15]. Kemudian konsep ideal prima
diperluas menjadi konsep gelang-gang prima. Konsep modul prima yang
dikemukakan oleh J.M Dauns pada tahun 1978 berawal dari pendefinisian struktur
ideal prima di gelanggang. Misalkan R gelanggang, I merupakan ideal prima jika
untuk setiap a € b di gelanggang R, ab di I mengakibatkan a di I atau b di I.
Kemudian dari pendefinisian ideal prima didefinisikan submodul prima. Misalkan
M adalah modul Kiri atas gelanggang R(ditulis M R-modul ), submodul N #= M
dikatakan prima apabila rm € N dengan r € R dan m € M mengakibatkan rm
diNataurdi(N: M) ={re R:rM € N}. Modul M dikatakan modul prima
jika submodul 0 merupakan submodul prima pada M yaitu untuk setiap r unsur
di R dan m di M sehingga rm = 0 maka r di Ann(M) atau m = 0, dengan
Ann(M) pembuat nol dari M yaitu himpunan semua r unsur di R yang
mengakibatkan *M = 0. Di lain pihak pengembangan konsep dari gelanggang
herediter Noether prima (HNP) menjadi modul HNP telah dilakukan dalam [10]
dan [11]. Lebih lanjut dalam [9] dan [18] telah dilakukan karakterisasi submodul
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prima. Lomp dan Pena telah mengkaji tentang himpunan pembuat nol pada suatu
modul prima [5] . Penelitian lainnya tentang modul prima yaitu modul koprima
dan komodul prima[14]. Sementara itu konsep prima juga berkembang pada
aljabar lintasan.

Aljabar lintasan merupakan suatu aljabar atas suatu lapangan K yang basisnya
merupakan himpunan semua lintasan pada kuiver. Kuiver dalam hal ini
dipandang sebagai graf berarah yang terdiri dari himpunan titik £°, himpunan sisi
E* serta dua pemetaan r,s : E* - E° yang memetakan setiap sisi e € E? ke titik
ujungnya r(e) dan ke titik sumbernya s(e)[12]. Penelitian tentang aljabar lintasan
juga telah banyak dilakukan. Setiap aljabar berdimensi hingga dapat digambarkan
sebagai suatu kuiver dan sebaliknya[12]. Pada tahun 2008 Aranda Pino mengkaji
tentang syarat perlu dan cukup suatu aljabar lintasan bersifat semiprima [2].
Dengan memandang kuiver sebagai suatu graf berarah maka kuiver dapat
diperluas dengan memandang arah sebaliknya dari setiap sisi pada kuiver tersebut.
Ara, Moreno dan Pardo mende nisikan suatu aljabar lintasan Leavitt merupakan
suatu aljabar lintasan pada graf perluasan yang memenuhi relasi Cuntz-
Krieger[20]. Kemudian Aranda Pino dan Abrams juga mende nisikan aljabar
lintasan Leavitt adalah suatu aljabar yang analog dengan graf C -aljabar [1].

Penelitian tentang aljabar lintasan Leavitt atas suatu lapangan ini juga telah
banyak dilakukan. Aranda Pino, dkk pada tahun 2007 telah mengkaji syarat perlu
dan cukup suatu graf E sehingga aljabar lintasan Leavitt atas suatu lapangan K
merupakan aljabar berdimensi hingga. Penelitian tentang aljabar lintasan Leavitt
yang bersifat prima juga telah banyak dilakukan[3]. Ranggaswami mengkaji ten-
tang karakterisasi ideal prima dari aljabar lintasan Leavitt dari sebarang graf[16].
Ara dan Rangaswamy juga telah membuktikan bahwa modul sederhana atas
aljabar lintasan Leavitt merupakan modul yang disajikan secara hingga [19].
Kemudian jika diberikan aljabar lintasan Leavitt L dan suatu S L-modul
sederhana, Rangaswamy menghitung kardinalitas himpunan semua L-modul
sederhana atas aljabar lintasan Leavitt yang isomorf dengan S[17]. Lebih lanjut
dalam [21] telah dibuktikan bahwa modul prima atas aljabar lintasan dari graf
pohon dan graf A hanyalah modul sederhana. Dalam tulisan ini akan dibahas
tentang sifat keprimaan dari modul sederhana Chen tipe Vp,.

2. TINJAUAN PUSTAKA
2.1 ALJABAR LINTASAN DAN ALJABAR LINTASAN LEAVITT

Dalam bagian ini akan dijelaskan teori dasar mengenai aljabar lintasan dan
aljabar lintasan Leavitt.

Definisi 2.1.1 Suatu graf (berarah) E = (E°, E%,r, s) adalah empat terurut yang
terdiri atas himpunan E°® yang unsurnya dinamakan titik, himpunan E* yang
unsurnya dinamakan panah, pemetaan s : E! - E° dan pemetaan r : E' - E°,
Untuk setiap a € E?, titik s(a) € E°dinamakan titik awal dari a dan r(a)
dinamakan titik akhir dari a.
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Suatu panah « € Eldengan titik awal a = s(a) dan titik akhir b =
r(a) dapat dituliskan menjadi « : a — b. Sedangkan suatu graf E = (E®, E1,r,
s) dapat ditulis secara singkat menjadi E

Dalam pembahasan ini, graf (berarah) yang dimaksud adalah graf tanpa
pembatasan banyaknya panah antara dua titik, dan tanpa pembatasan akan adanya
loop atau cycle berarah.

Berikut diberikan definisi aljabar lintasan.

Definisi 2.1.2. Misalkan K suatu lapangan dan E suatu graf. Aljabar lintasan KE
dari E adalah K-aljabar dengan basis ruang vektornya adalah himpunan semua
lintasan (a|aq, -+, a;|b) dengan panjang [ > 0 di E dan perkalian antara dua
vektor basis (a|ay, -, a;|b) dan (c|By, -+, Br|d) dari KE didefinisikan oleh:

(alay, -, ay|b)(c|By, -, Bkld) = pc(alay, -, ar, By, -+, Pic|d) dimana
Opec adalah fungsi Kronecker delta. Dengan kata lain hasil perkalian dua lintasan
a, -+ a; dan B, --- B, sama dengan nol jika r(a;) # s(B;) dan sama dengan
lintasan a; -+ a; B Pr jika r(a;) = s(By). Perkalian dua unsur basis
diperluas untuk sebarang unsur KE dengan aturan distributif.

Definisi 2.1.3. Suatu lintasan tak berhingga adalah suatu barisan tak berhingga
darisisi-sisip =e; e, - e, -, denganr(e;) = s(ej;1); Vi.

Definisi 2.1.4. Diberikan suatu lintasan tak berhingga p =e ey eyt
vn=>1, t.,(p) = e; e, dan7o,(p) = ens1 €ns2 - - Dua lintasan tak
berhingga p, q dikatakan ekivalen jika T5,(p) :r>m(q)untuk suatu bilangan
bulat m, n.

Kelas-kelas ekivalen yang memuat suatu lintasan tak berhingga dinotasikan
dengan [p].

Berikutnya akan diperkenalkan aljabar lintasan Leavitt.

Graf E dapat diperluas dengan memandang arah sebaliknya dari sisi-sisi
dalam E?. Sisi dalam E?! disebut sisi nyata dan sisi dengan arah berlawanan dari
sisi nyata disebut sisi hantu. Himpunan semua sisi hantu dalam E dinyatakan
dengan E;. Graf E yang diperluas didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.1.5 Diberikan graf E = (E°, E',r, s). Graf perluasan E adalah graf
baru E = (E°, E'UE;,r", s') dengan E;={e|e; € E'} dan fungsi r’, s’
didefenisikan sebagai berikut r'| g1 =1, s'| g2 = s, r'(e7) = s(e;) dan s'(e]) =
r(e;).

Jika s71(v) adalah himpunan berhingga, Vv € E°, maka graf E disebut graf
baris hingga. Berikut ini beberapa istilah dalam graf yang akan digunakan, yaitu:

1. Jika s(e) = v dan r(e) = w, maka dikatakan bahwa v memancarkan (emit)
e, dan w menerima e atau e menuju w. Titik v € E° disebut sumber jika v
tidak menerima setiap sisi, dengan kata lain v sumber jika v # r(e) untuk
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setiap e € E! ataur~1(v) = @. Titik v disebut sink jika v tidak memancarkan
sebarang sisi, artinya v # s(e), Vv € E°.

2. Jika kardinalitas s~!(v) = o maka v disebut infinite emitter.

3. Jika v merupakan sink atau infinite emitter maka v disebut titik singular.

Untuk selanjutnya kita akan bekerja dengan graf baris hingga.

Definisi 2.1.6. Misalkan K suatu lapangan dan E merupakan graf baris hingga.
Aljabar lintasan Leavitt dari E dengan koefisien di K didefinisikan sebagai aljabar
lintasan atas graf perluasan E, dengan relasi:

(CK1)e* f = 8.r r(e) untuk setiap e, f € E*
(CK2)v = Y (ecpt|s(e)=vjee” untuk setiap v € E° bukan sink.
Aljabar ini dinotasikan dengan Lk (E) (cukup disingkat dengan L(E).

Syarat (CK1) dan (CK2) disebut relasi Cuntz-Krieger. Secara khusus syarat
(CK2) adalah relasi Cuntz-Krieger di v. Jika v sink maka kita tidak harus
memiliki relasi (CK?2) di v. Syarat baris-hingga dibutuhkan untuk mende nisikan
persamaan (CK?2).

Contoh :

Cara lain untuk mende nisikan aljabar Leavitt adalah sebagai berikut.

Definisi 2.1.7. Diberikan graf E = (E°, E',r, s), aljabar lintasan Leavitt dari
graf E dengan koefisien di K adalah K-aljabar yang dibangun oleh himpunan
{v:v € E°} dan himpunan sisi { e, e*: e € E1} yang memenuhi kondisi berikut:

1. s(e)e = e = er(e), untuk setiap e € E*.

2. r(e)e = e = es(e),untuk setiap e € E*.

3. (CK1)e* f = 8.5 1(e) untuksetiap e, f € E*.

4. (CK2)v = Yieert|sce)=vyee” UNtuk setiap v € E° bukan sink.

2.2 MODUL PRIMA DAN MODUL SEDERHANA CHEN V;,

Berikut ini akan diberikan definisi dari modul prima dan modul sederhana
Chen. Dalam [23] modul sederhana didefenisikan dengan menggunakan lintasan
tak berhingga.

Definisi 2.2.1. Misalkan M adalah modul Kiri atas ring R, submodul N # M
disebut prima apabila rm € N denganr € R dan m € M mengakibatkan m €
Nataur e (N: M) ={r e R:rM S N}.

Definisikan Ann(M), pembuat nol dari M sebagai:
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Ann(M): = {r € R : rm = 0, untuk setiap m € M}

Dari definisi submodul prima di atas maka modul M dikatakan modul prima jika
submodul 0 merupakan submodul prima pada M yaitu jika rm = 0denganr € R
danm € M maka r € Ann(M) ataum = 0.

Teorema 2.2.2. Misalkan K suatu lapangan dan A, graf

Modul Prima tak terdekomposisi atas aljabar lintasan KA. hanyalah modul
sederhana tak terdekomposisi.

Bukti. lihat[21]
Selanjutnya akan diberikan defenisi dari modul sederhana Chen.

Definisi 2.2.3. Misalkan Vp,) merupakan K-ruang vektor dengan basisnya
{q:q € [p]}, didefinisikan untuk setiap titik u dan sisi e di E. Transformasi linier
B, Se, S¢ pada Vi, didenisikan sebagai berikut:

_(p,jikau = s(p)
Fu(p) = { 0, lainnya

_ (ep,jikar(e) = s(p)
Se(p) = { 0, lainnya

", jikap =ep’

. _p
Se(p) = { 0,lainnya

Endomorfisma {B,, S., Si;: U€ E° e € E'}memenuhi relasi 1-4 dari aljabar
lintasan Leavitt. Berikutnya dapat dibuat suatu homomorfisma aljabar
@:L - Endg V.
Untuk setiap titik u € E° dan sisi e € E*, maka
p:u—->P, p:e—>S,, p:e* > S;.

Sehingga melalui homomorfisma ¢ dapat diperiksa bahwa V,,;; merupakan modul
sederhana.

3. METODOLOGI PENELITIAN

Penulisan dilakukan melalui studi literatur. Prosedur yang digunakan dalam
penelitian ini adalah dengan menggunakan teorema pada aljabar lintasan untuk
melihat sifat keprimaan dari modul sederhana Chen tipe V).
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4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam Teorema 2.2.2 telah dibuktikan bahwa modul sederhana atas aljabar
lintasan dari graf A, merupakan modul prima, namun pada modul sederhana
Chen tipe Vp,, tidak berlaku.

Contoh penyangkal:
Ambil m=p; +p,, r=5v;,+3v,—5e; —3e;, Jelas m =+ 0. Dengan
menggunakan Definisi 2.2.1 dan Definisi 2.2.3 diperoleh
rm = 5¢(v;) +3¢(v,)
= (5P, +3PB, =55, —3S.:)(p1 +p2)
=5p; —3p; +3p,—5p; =0
Tetapi rp; = (5v; + 3v, — 5e; — 3e;)p; = 5p; — 3p, # 0.

Dengan demikian terdapat r € L(E), m € V},,;; dengan rm=0, namun rM # 0.

5. KESIMPULAN

Dalam Teorema 2.2.2 telah dibuktikan bahwa modul sederhana atas aljabar
lintasan dari graf A, merupakan modul prima, namun pada modul sederhana
Chen tipe V},,; bukan merupakan modul prima.
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