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ABSTRACT

Delay Differential Equation (DDE) have been applied to many area. While, we rarely get the
analytic solutions of DDE. Many researchers have found many methods to find it for instance
Runge-Kutta Method. The purpose of this paper is to accumulate the combinations of Runge-Kutta
method which is used to find the solutions of DDE.
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ABSTRAK

Persamaan diferensial waktu tunda adalah sebuah persamaan di dalam matematika yang telah
digunakan diberbagai bidang. Beberapa peneliti telah menemukan metode untuk menemukan
solusi persamaan tersebut salah satunya metode Runge-Kutta. Artikel ini merangkum beberapa
kombinasi dari metode Runge-Kutta.

Kata kunci: Persamaan Diferensial Waktu Tunda, Interpolasi, Metode Runge-Kutta,

1. PENDAHULUAN

Persamaan diferensial waktu tunda adalah persamaan diferensial yang memiliki
variabel dengan waktu tunda. Waktu tunda adalah suatu keadaan atau kejadian
yang terjadi berdasarkan informasi pada keadaan sebelumnya. Seperti penelitian
model infeksi virus dengan waktu tunda akibat adanya tindakan pengobatan pada
penderita yang dilakukan oleh [8]. Batzel & Tran [3] melakukan penelitian
mengenai Kkarakteristik stabilitas dari sistem kontrol umpan balik dari lima
persamaan diferensial dengan waktu tunda untuk pemodelan sistem pernapasan
manusia. Selanjutnya Balachandran B. [12] meneliti tentang osilasi nonlinier pada
pertambangan yang model matematikanya non-linier, non-homogen, dan
merupakan sistem delay-differential dengan koefisien time-periodic. Selain
digunakan pada pertambangan sistem persamaan diferensial waktu tunda juga
digunakan oleh Smith [16] untuk menghasilkan sebuah sistem semidinamik pada
fungsi kontinu ruang pada interval tunda. Karena kegunaan dari persamaan
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diferensial waktu tunda ini maka menentukan solusi persamaan waktu tunda
merupakan hal yang utama dalam bidang numerik.

Beberapa peneliti melakukan penelitian untuk menentukan solusi persamaan
waktu tunda diantaranya Karacog & Bereketoglu [5] menggunakan metode
transformasi diferensial untuk menentukan solusi DDE. Selanjutnya Alomari, dkk
[1] menggunakan metode rata-rata homotopy. Beberapa penelitian lainnya yang
membahas tentang solusi DDE dengan berbagai metode numerik seperti metode
spectral [7], metode multistep block [18], dan metode Predictor-Corrector [17].

Selain itu, beberapa penelitian menggunakan metode Runge-Kutta untuk
mendapatkan penyelesaian persamaan waktu tunda. Metode Runge-Kutta adalah
salah satu metode yang sangat populer yang digunakan untuk menentukan solusi
dari persamaan diferensial biasa. Hal ini menyebabkan ketertarikan beberapa
peneliti melakukan penelitian untuk melihat kesesuaian metode ini untuk
persamaan diferensial waktu tunda. Pada artikel ini akan dibahas beberapa
penelitian-penelitian yang menggunakan metode Runge-Kutta untuk menemukan
solusi persamaan diferensial waktu tunda.

2. TINJAUAN PUSTAKA
a. Delay Differential Equation (DDE)
Bentuk umum dari Delay Differential Equation (DDE) ([16] hal. 126) adalah

(dxi)/dtZXj(;ct.(t+ 19,...,x”(t+ ), (i=1,...,n) (1)

dimana X;(x,(t+8.....x, (1+9).1) adalah fungsi yang didefenisikan untuk
fungsi potongan yang kontinu ¥ 9) dengan —2 <9< 0 dan h adalah sebuah

konstanta positif 2 = 0.
b. Metode Runge-Kutta Orde Lima

Metode Runge-Kutta orde Lima ([13] hal. 735) adalah

1
¥iinny =ik o5 (TR + 32+ 12K 32+ Th) I o

dengan
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K=/ (x,¥)

koy=f (x,+ 1/4h,y,+ 1/4k h)

ky=f(x,+ 1/4h,y,+ 1/8k h+ 1/8k,h)

ky=f (x,+ 1/2h,y,~ 1/ 2k h+ k)

ks=f(x,+3/4h,y,+ 3/ 16k h+ 9/ 16k jh)

ko=f (x,+ h,y,= 31Tk h+2/Tkyh+ 12/ Tk sh = 12/ Tk b+ 8/ Tk sh)

Metode Runge-Kutta (RK4) untuk persamaan differensial waktu tunda adalah

]
Yoo 1=V, F g(kl+2k2+ 2k3+k4) -

c. Metode Nakashima’s 2 Stages 4th Order Pseudo-Runge-Kutta

Metode Nakashima’s 2 Stages 4th Order Pseudo-Runge-Kutta [9] adalah

oo 7, L2, 500
Y, =Y - ——kot —k+ —
Rl 714 % 7141 714 2
k():f(xn—l’yn—l)

klzf(xn’yn)

ky=f(x,+0.7h, = 1156y, +2.156y, _ + 0.833hk + 2.023hk ) %

Jika metode Nakashima’s 2 Stages 4th Order Pseudo-Runge-Kutta
diaplikasikan untuk persamaan differensial waktu tunda maka persamaan (4)
menjadi
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221 500

7
y .=y +h|- k,+ k. + k
ntl “n ( 714 % 7141 71477

0= (tue e ¥(14s1= 7))
klzf(tn’yn’ }'(I"_ T))
k2=f(tﬂ+ 0.7h, — 1.156y +2.156y _ + 0.833hk+ 2.023hk , y(fn+ 0.7h— 1')) (5)

k

3. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian ini merupakan studi literatur dengan
terlebih dahulu mengkaji tentang persamaan diferensial waktu tunda dan metode-
metode untuk menentukan solusi dari persamaan tersebut. Kemudian membahas
berbagai kombinasi penyelesaian dari penggunaan metode Runge-Kutta untuk
menyelesaikan persamaan ini.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Metode-metode langkah dan modifikasi metode untuk ODE dapat digunakan
untuk menyelesaikannya DDE, salah satunya adalah metode Runge-Kutta yang
sangat populer. Dalam tulisan ini hanya beberapa modifikasi Runge-Kutta yang
akan dibahas. Runge-Kutta eksplisit merupakan salah satu cara efektif untuk
menyelesaikan DDE. Akan tetapi, terdapat beberapa kesulitan untuk
menggunakan secara langsung Runge-Kutta untuk DDE, kesulitan pertama adalah
bahwa dalam mengambil langkah, fungsi f harus dievaluasi pada waktu tunda
(tn + a]-hn) — T, Yang merupakan delayed argument dari DDE, yang
membutuhkan nilai solusi sebelum t,[15]. Untuk menyelesaikan ini, beberapa
metode dilakukan untuk mengaproksimasi waktu tunda dalam DDE, berikut akan
dijabarkan beberapa metode tersebut.
Saat ini, kode berdasarkan rumus Runge-Kutta menggunakan ekstensi terus-
menerus dari rumus dasar yang melengkapi evaluasi fungsi yang dibentuk dalam
mengambil langkah untuk mendapatkan perkiraan yang akurat di
seluruh[t,, t, 1]

a. Metode Rung-Kutta dengan metode two step linier

Dalam metode ini, Bartoszewski dan Jackiewicz [2] menggunakan metode Runge-
Kutta dua langkah, dimana didefinisikan sebagai berikut :
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Kpyi=f (ti + cih, ujyy (ti—1) + (1 - uj)yh(ti)

v
+ hZ(ajsKiS + bjSKiS:Fl)J yh(tl’ + C]h - T)),
s=1
Yr(ti + Eh) = n(O)yn(ti1)

+ (1 —n(yn(t:)

+ hZ(US (S)Kis + Ws (E)Klil)) (6)

i=0,1,..,n—1,¢ € (0,1], nh =T — t,, t; = t, — ih.
dengan mengasumsikan bahwa 4 = % untuk m bilangan bulat positif, maka
delayed arguments dapat diaproksimasi dengan
Yh (ti_m + cjh)
= 1(¢;)yn(tizm—1)

+ (1 - U(Cj)}’h(ti—m) + hZ(vs(cj)Kis—m + Ws(cj)KiS—m+1)>'
s=1

disubtitusi ke persamaan (6) dengan ¢ = 1, diperoleh

Kpsi=f (ti + cih wyig (timm-1) + (1 — u;)y:(8)

v
+ hZ(ajst + bisKSr ), yn(ti + cjh — T)) (7)
s=1

Metode multistep linier sangat menarik dan sangat terkenal karena memiliki
interpolant alami yang memberikan solusi perkiraan akurat antara mesh point.

b. Metode Runge-Kutta dengan Interpolasi Hermite

Interpolasi Hermite dapat digunakan juga untuk mengaproksimasi delay
argument. Namun, meskipun secara formal benar karena ukuran langkahnya
menjadi nol, pendekatan tersebut tidak bekerja dengan baik dengan metode
Runge-Kutta. Hal ini dikarenakan metode ini menghabiskan banyak biaya untuk
membentuk perkiraan yang akurat pada akhir langkah dan sebagai akibat wajar,
ukuran langkah efisien sering terlalu besar untuk hasil yang akurat dari interpolasi
langsung dan turunan pertama pada beberapa langkah sebelumnya. Ketika metode
Runge-Kutta dikombinasikan dengan Interpolasi Hermite [6] untuk
menyelesaikan persamaan differensial waktu tunda maka persamaannya menjadi
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kf(il-t)- l=f tn+ Cih’ yn+ h_zl aijkr(rj-l)- l+ Z H(Ci)yn—:;r+l+ H(Ci) hy'n—m-H
j:
q
yn+l=yn+hzlbr'kn+l
1=
dimana H dan H adalah koefisien dari interpolasi Hermite.

c. Nakashima’s 2 Stages 4th Order Pseudo-Runge-Kutta Method

Metode yang dikembangkan oleh Sabri [11] adalah metode yang
menggabungkan metode Nakashima’s 2 stages 4th order Pseudo-Runge-Kutta
method (PRK) dengan interpolasi Hermite. Interpolasi digunakan untuk mentaksir
delay argument pada persamaan (5) sehingga diperoleh

+h k+221k+500k
y =y —
nt o 714 % 7141 714 2

dengan

k, =f(tu—l‘yr_—1‘ :"1; [ T]l
=f[zo]+ fzg.2,|(tc 120 )+ fz0. 20 2 J(tay —T— 20 )ty —T—2)
+f[zo.zl_23 7 3]{,[1:—1_.:_2!3](;tn—l_T_Zl H.tn—l_'f_z:]'F ot
"'f[zo- 4. Z:~Zﬁ-----zn]“n—1_ T_ZCI](_tn—l _T_ZI](_tu—l —1-2Z) (- T-2,)
llcl =f(tz‘}rn‘}r{ [n - T]l
=f[z,]+f[zo.2)(t, —T—2 ) +£[2,.2. 2] (1, -T2, (t, —T—27)
+f[z,:,.zl.zzz 3](_‘5: —t—zy)(t, =tz )ty —T—2z, )+ -+

+f|:.7_'0_ Zl ZE‘ZS""“Zn][Tn_T_ZG ){tu_T_Zl j“:;tn_.r_zf}"'{tn _T_Zn—l:'
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k, =f(t, +0.7h.-1.156y, , +2.156y, + 0.833hk, +2.023hk.y(t, + 0.7Th - 1))
=f[zg]+f[zﬂ.zl][ t+0.7Th-1-72, ]+f[zo.zl.23](tn +0.7h-1-2,)(t,+0.7h-1-7)

+1[25.2.2,2 (1, +0.7Th—1-2,)(t, +0.7Th—1-2)(t, +0.7Th- T2, }+ -+

+1[25.2.2. ... 2,]( £, +0.Th =t -2, )(t, + 0.Th -t -7, )(t, + 0.7h - T-2,)...(t, + 0.7Th - t—Z_,)

Pada metode ini untuk mendapatkan solusi dari persamaan diferensial
waktu tunda hanya memerlukan perhitungan sampai dengan k, sedangkan jika
menggunakan RK4 memerlukan perhitungan sampai dengan k,. Hal ini
menunjukkan bahwa metode PRK dapat menjadi salah satu alternatif untuk
menyelesaikan persamaan diferensial waktu tunda dengan jumlah perhitungan
yang lebih sedikit dan keakuratan yang hampir sebanding dengan RK4.

d. Mono-Implicit Runge-Kutta Method for Delay Differential Equations

Doha dkk [4] mengganti delay argument y(t — t) dengan aproksimasi
kontinu, dimana DDE diubah menjadi bentuk ODE secara lokal di setiap
subintervalnya sehingga dapat diselesaikan. Mereka mengadopsi Mono-Implicit
Runge-Kutta (MIRK) dengan s — step untuk DDE. s — step MIRK untuk solusi
DDE untuk setiap mesh 4 = {ty < t; <...< t,,},m € N didefinisikan dengan

s
Yne1 =Yn + hnz brKrjl+1: (8)
r=1

dengan

K£+1 = f(tn + ¢.h, (1- Ur))’n + vr)’n+1)

r—1
+ h, z xij,{zl ,y(t, + ¢.h, — 1) 9

j=1
Untuk mendapatkan aproksimasi delay argument y(t—7), solusi suatu
pendekatan kontinu antara mesh points haruslah tersedia. Hal ini dapat diperoleh

dengan menggunakan Continuous Mono-Implisit Runge-Kutta (CMIRK). Dengan
menggunakan CMIRK, diperoleh delay argument yang didefinisikan
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S*
Wt + Ohy) = Yo+ hn ) b (OIK (10)
r=1
dengan
r—1
Krf+1 =1 (1 - vr)yn + VU Yne1 T hnz xijr]l+1
j=1
s
+ U Vn-m + hn—m Z bi(cr)Krf—m+1 (11)
i=j

Metode ini menggabungkan keakuratan metode implisit dan implementasi
yang efisien. Hasil numerik menunjukkan bahwa, dalam kasus metode eksplisit
masalah linear jauh lebih efisien karena biaya komputasinya lebih rendah dan
mereka memberikan hasil yang baik. Untuk masalah nonlinear, metode eksplisit
masih berfungsi tetapi masih perlu menggunakan toleransi yang lebih tinggi untuk
mendapatkan hasil yang memuaskan. Metode implisit lebih baik di bawah
toleransi yang sama. Dalam kasus stiff problem, metode eksplisit menjadi tidak
efisien secara komputasi dengan akurasi rendah dan bahkan mungkin tidak dapat
bekerja.

e. Metode Aproksimasi Garis (MOL Approximation) [10]
Rattenburry mengenalkan Almost Runge-Kutta (ARK) Orde 5 untuk
menyelesaikan masalah DDE. Nilai dari parameter bebas yang digunakannya
113 T 1 1 8 :
adalah ¢ = [Z'E'Z'l'l] L= E'K = E'CD =4 dan au; = 2 Sehingga

matriksnya dapat didefinisikan sebagai berikut
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| 0 0 0 0o 0|1 3 =5 _
2 0 0 0 01 &4 H
T 0 0 0|1 —g -—19%
2 3 = 0 01 —4k =
B & B & oot & o
B F B & oot g o
0 0 0 0 1fo o0 0
- ® % = 3|0 ¥ 0
(12)

M =
83,109, 3.3, 1.4 7,7, 7,2,1,3, 1.4 ST U P
l+gp2+qE2 + 92 + 2 oo Tan? tTog? Tmr Tt 2 T T
839,103, 3.4, 1.5 7.,7.9,7.3, 1.4, 1.5 IS TS 0% IS T
Too2 tEr et i w2t oo tae? Tt Tim? %ttt Em e
_ M9, 367,2, 111 3-3_1_1 ‘;"l 1 » 2_1_1—3 _ 1,2 i?"'} ir"l i:“:a L L:"'u)
ettt g e Hp2® 32—z —qfp2t oyt H gt H gt 1t

Salah satu keuntungan utama dari metode ARK adalah kemampuan untuk
melakukan interpolasi tanpa diperlukan evaluasi fungsi tambahan. Rangkaian
percobaan ini memungkinkan untuk menguji tidak hanya metode itu sendiri, tetapi
juga interpolator. Metode ini telah diujikan pada suatu DDE menggunakan
variable stepsize, dengan TOL = 107%,i = 3,...,13.
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