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ABSTRACT

Graph theory contains several topics, one of which will be discussed in this study is graph labeling.
In the topic of labeling, the graph used is a limited, simple, and undirected graph. In this study, the
type of labeling used is total labeling. The multistar graph used in this study is a combination of star
graphs whose center vertex are not connected to each other. This research uses literature research
method which is divided into two parts, that is the basic calculation to determine the boundary of
the first term a and the difference d from the (a,d) edge antimagic total labeling on the mS,
multistar graph. The second part is to apply (a,d) edge antimagic total labeling to the multistar
graph mS,,. In multistar mS,, can be labeled by (a,d) edge antimagic total labeling by
3m?n?4+5m?n+4mn 2m?n?4+5m?n+5mn
(Brinteominrimn 1) gng (Zrintisniniomn

Py ) for center label smallest value, with m > 1 and

7m2n?+m2n+4mn
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ABSTRAK

Teori graf memuat beberapa topik, salah satu yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah
pelabelan graf. Dalam topik pelabelan, graf yang digunakan merupakan graf terbatas, sederhana,
dan tak berarah. Dalam penelitian ini, jenis pelabelan yang digunakan adalah pelabelan total. Graf
multistar yang digunakan dalam penelitian ini merupakan gabungan graf star yang titik pusatnya
tidak saling terhubung. Penelitian ini menggunakan metode penelitian pustaka yang dibagi menjadi
dua bagian, yakni perhitungan dasar untuk menentukan batas suku pertama a dan beda d dari
pelabelan total tak-ajaib sisi (a, d) pada graf multistar mS,,. Bagian yang kedua adalah keberlakukan
pelabelan total tak-ajaib sisi (a,d) pada graf multistar mS,,. Pada graf multistar mS,, berlaku

2,2 2 2,2 2
pelabelan total tak-ajaib sisi (a,d) (wl) dan (wz) untuk
2mn 2mn
pelabelan dengan pemberian titik pusat nilai terkecil dengan m > 1 dan n = 2. Sedangkan untuk
. . i 7m?n?2+m?n+4mn
pelabelan dengan pemberian titik pusat nilai terbesar berlaku (—1) dan

(ﬁmzn2 +m?n+5mn

2mn
,2) untukm = 1dann = 2.
2mn

Kata kunci: pelabelan total tak-ajaib sisi, graf multistar.
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1. LATARBELAKANG

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang perkembangannya
berperan dalam model-model terstruktur. Unsur-unsur pada graf dapat digunakan
untuk memodelkan struktur-struktur model sebagai representasi objek [6].
Pendekatan ini pertama kali diprakarsai oleh Leonhard Euler dalam presentasinya
memecahkan permasalahan Jembatan Konigsberg pada tanggal 26 Agustus 1735 di
Akademi Ilmu Pengetahuan St. Petersburg [12]. Permasalahan Jembatan
Konigsberg merupakan pertanyaan dari masyarakat kota Konigsberg kepada Euler,
yaitu apakah mungkin berjalan melewati tujuh jembatan tepat satu kali dan kembali
ke tempat semula. Metode yang digunakan oleh Euler untuk menyelesaikan
permasalahan Jembatan Konigsberg inilah yang sekarang dikenal sebagai teori graf.

Teori graf memuat beberapa topik, salah satu yang akan dibahas dalam
penelitian ini adalah pelabelan graf. Dalam topik pelabelan, graf yang digunakan
merupakan graf terbatas, sederhana, dan tak berarah. Topik pelabelan graf pertama
kali dikaji oleh Sedlacek [10]. Kotzig dan Rosa mendefinisikan pelabelan ajaib
sebagai pemetaan bijektif dari unsur graf ke himpunan bulat positif dan bobot dari
unsur graf tersebut besarnya sama [13]. Selanjutnya Bodendiek dan Walther
mendefinisikan konsep pelabelan tak-ajaib (a,d) sebagai suatu pelabelan sisi
dengan bobot semua titiknya membentuk barisan aritmatika naik dengan suku
pertama a dan beda d [3]. Kajian mengenai pelabelan total tak-ajaib titik (a,d) sudah
dilakukan Baca, dkk pada graf Petersen, graf sikel ganjil, dan beberapa bentuk
perluasan lainnya [2]. Muttagien, dkk menunjukkan keberlakukan pelabelan total
ajaib sisi pada graf dobel star dan graf matahari [7]. Abdussakir menunjukkan
keberlakuan pelabelan total ajaib sisi kuat pada graf multistar [1]. Irawati
melakukan penelitian tentang pelabelan total ajaib sisi pada graf star [5], sedangkan
Chusna melakukan riset pelabelan ajaib sisi super pada graf star yang titik pusatnya
terhubung dengan single hook vertex [4]. Rusmansyah menunjukkan keberlakuan
pelabelan total tak-ajaib sisi super (a,d) pada subbagian graf star [9] dan Nurainun,
dkk menunjukkan keberlakukan pelabelan total tak-ajaib super pada gabungan dua
graf star dan lintasan [8]. Dalam penelitian ini, peneliti ingin meneliti keberlakuan
pelabelan total tak-ajaib sisi (a,d) atau (a,d)—EATL pada graf multistar.

2. TINJAUAN PUSTAKA

Pelabelan pada graf merupakan pemetaan bijektif dari unsur-unsur pada graf
ke himpunan bilangan asli. Ada tiga jenis pelabelan pada graf, yakni pelabelan titik,
pelabelan sisi, dan pelabelan total. Perbedaan ketiganya terletak pada domain yang
digunakan. Pelabelan titik merupakan pelabelan dengan domain himpunan titik,
pelabelan sisi merupakan pelabelan dengan domain himpuan sisi, dan pelabelan
total merupakan pelabelan dengan domain titik dan sisi. Dalam penelitian ini, jenis
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pelabelan yang digunakan adalah pelabelan total. Berikut diberikan beberapa
definisi tentang pelabelan.

Definisi 1 [11]

Suatu pemetaan bijektif £: V(G) U E(G) - {1,2,3, ... |V| + | E|} disebut pelabelan total tak-
ajaib dari graf G (V, E) jika bobot dari sisi wy = f(u) + f (uv) + f(v), untuk setiap u, v €
V(G) danuv € E(G).

Definisi 2 [11]

Suatu pemetaan bijektif f: V(G) U E(G) = {1,2,3, ..., |V| + |E|} disebut pelabelan total tak-
ajaib sisi (a,d) dari graf G(V,E) jika bobot dari sisi-sisinya membentuk suatu barisan
aritmetika naik dengan suku pertama a danbedad, yaitu W = {wy(uv)|uv € E} = {a,a +
d,a+2d,..,a+ (V| -1)d}.

Sebelum memulai perhitungan dasar pelabelan total tak-ajaib sisi (edge antimagic total
labeling — EATL), terlebih dahulu diberikan definisi graf multistar yang digunakan dalam
penelitian ini. Graf bintang (star) merupakan graf bipartite lengkap K, ,, dengan n bilangan
asli yang merupakan titik ujung dan satu titik pusat. Dalam penelitian ini graf multistar yang
digunakan merupakan gabungan beberapa graf star yang tidak terhubung, seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 1.

m
vy

7l 2 " m
Yo Vo Yo

L

Gambar 1. Graf multistar mS,,

Graf Multistar mS,, mempunyai himpunan titik vV (mS,,) = {v{ 0<i<nl1<j<
m} dan himpunan sisi E(mS,,) = {vJv/|1 <i <n,1<j <m}. Akibatnya graf multistar
mempunyai mn + m titik dan mn sisi, dengan total banyak titik dan sisinya adalah 2mn +
m. Misalkan S,, adalah jumlah semua bobot sisi, S,, adalah jumlah semua label titik, S,
adalah jumlah semua label sisi, dan S, adalah jumlah semua label titik pusat, maka untuk
menghitung bobot sisi dilakukan dengan cara menjumlahkan total label titik, sisi, dan label
titik pusatnya, yakni :

Sy=S,+S.+S, (1)
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Pemberian label pada graf multistar dapat dilakukan dua cara. Cara yang pertama adalah
memberikan nilai label terkecil pada titik pusatnya atau dengan kata lain, pelabelan dimulai
dari titik pusat berlanjut ke sisi kemudian berakhir di titik ujungnya. Sedangkan cara yang
kedua adalah memberikan nilai label terbesar pada titik pusatnya atau dengan kata lain,
pelabelan dimulai dari titik ujung berlanjut ke sisi kemudian berakhir di titik pusatnya. Kedua
cara tersebut memberikan proses pelabelan yang berbeda. Baik dari perhitungan maupun
pemberian label pada unsur-unsur graf multistar. Oleh karena itu, pada penelitian ini akan
dijelaskan kedua cara atau metode dalam pelabelan total tak ajaib sisi graf multistar. Berikut
diberikan definisi pelabelan multistar terkait dengan cara yang digunakan.

Definisi 3

Bila pelabelan multistar mS,, dimulai dari titik pusat, maka himpunan label titik pusatnya
adalah ¢ = {1,2, ..., m}, himpunan label sisinya adalah e = {m + 1,m + 2, ..., m + mn},
dan himpunan label titik ujungnya adalahv = {m + mn + 1,m + mn + 2, ..., m + 2mn}.

Definisi 4

Bila pelabelan multistar mS,, dimulai dari titik ujung, maka himpunan label titik ujungnya
adalah v = {1,2, ..., mn}, himpunan label sisinya adalah e = {mn + 1, mn + 2, ...,2mn},
dan himpunan label titik pusatnya adalah ¢ = {2mn + 1,2mn + 2, ...,2mn + m}.

3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini menggunakan metode penelitian pustaka (library research) sebagaimana
terlampir pada daftar pustaka. Penelitian ini akan dibagi menjadi dua bagian, yakni
perhitungan dasar untuk menentukan batas suku pertama a dan beda d dari EATL pada graf
multistar mS,,. Bagian yang kedua adalah keberlakukan EATL pada graf multistar msS,,.
Dalam penelitian ini graf multistar yang digunakan merupakan gabungan beberapa graf star
yang tidak terhubung dan pelabelan yang digunakan adalah pelabelan total.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN

Jenis | : Pelabelan dengan Pemberian Titik Pusat Nilai Terkecil

Pelabelan jenis pertama ini, dimulai dengan memberikan label dari titik pusat berlanjut
ke sisi kemudian berakhir di titik ujung. Sebelum memulai proses pelabelan, terlebih dahulu
diberikan definisi yang akan digunakan pada pelabelan jenis ini. Berdasarkan Definisi 1,
jumlah semua bobot sisi diperoleh dari menjumlahkan semua label titik, label sisi, dan (n —
1) kali label titik pusat, sehingga diperoleh

Sw=1+2+--+mCn+1D+nM—-1) ) ¢ (2)

j=1
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Dengan S, menyatakan jumlahan bobot sisi dan ¢; adalah label titik pusat dari star ;. Di lain
sisi, menggunakan Definisi 2 didapat

Sy = at+(@a+d)+ -+ (a+ (mn—-1)d)
( (mn—l)d)
= mn a+T

Dari Persamaan 2 dan 3 diperoleh

(mn—1)d

> ):1+2+---+m(2n+1)+(n—1)zcj (4)

mn (a +
j=1

Sesuai dengan Definisi 3, dipilih label untuk titik pusatnya {1,2,3,...,m}, sehingga
Persamaan 4 menjadi

(mn —1)d 2mn+m+1)(2mn+m)
mn (a + > ) = >
m(m+1)
2

(5)
+(n—1)

Selanjutnya, akan diberikan hasil pengembangan peneliti tentang (a, d)—EATL pada graf
multistar. Hasil yang pertama tentang batas nilai a dan d agar graf multistar memenuhi
(a,d)—EATL untuk setiap m > 1 dan n > 2. Menggunakan Definisi 3 dapat dihitung
bobot terkecil sisinya, yaitu a > 1+ (m+1)+(m+mn+1) =2m+mn+ 3.
Sehingga diperoleh pertidaksamaan

a=2mn+mn+3 (6)

Di lain sisi, berdasarkan Definisi 2 dapat dihitung bobot terbesar sisinya, yaitu m +
(2mn + m) + (m + mn) = 3mn + 3m. Sehingga diperoleh pertidaksamaan

a+ (mn—1)d <3mn+3m (7)
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Menggunakan Pertidaksamaan 6 dan 7 untuk mencari nilai d, diperoleh

a+(mn—1)d < 3mn+3m

& a< 3mn+3m-—(mn-1)d

S 2m+mn+3 < 3mn+3m— (mn—1)d

= d< T2~ 2 (8)
mn—1

Jadi, didapat nilai d < 2 ataud = 1,2. Langkah selanjutnya, akan dicari nilai a berdasarkan
nilai d terkait.
1) Untuknilaid = 1

Menggunakan Persamaan 5, diperoleh nilai a =

3m2n?+5m?n+4mn

pv— . Hasil ini tidak
bertentangan dengan syarat Pertidaksamaan 6 dan 7. Sehingga graf multistar mS,,
dapat dilakukan (3m2"2+5m2"+4mn, 1) EATL untukm > 1 dann > 2.

2) Untuk nilaid = 2

Menggunakan Persamaan 5, diperoleh nilai a =

2mn

2m2n24+5m2n+5mn

pv— . Hasil ini tidak
bertentangan dengan syarat Pertidaksamaan 6 dan 7. Sehingga graf multistar m.S,,
dapat dilakukan ( ,2) EATL untuk m > 1dann > 2.

2m2n24+5m2n+5mn

2mn

Contoh (a, d)—EATL untukm > 1 dann > 2 dengan nilaid = 1 dan d = 2 berturut-
turut dapat dilihat pada Gambar 2 dan Gambar 3.

10 5 1 4 13

10 4 1 6 9 vl ve v}
v vg v T 2 6 14
8 3 2 5 7 v3 vy v}
2 he: 2 12 9 3 8 15
he b o

Gambar 2. (13,1) — EATL pada 25, Gambar 3. (16,2) — EATL pada 35,

Jenis 11 : Pelabelan dengan Pemberian Titik Pusat Nilai Terbesar

Pelabelan jenis kedua ini, dimulai dengan memberikan label dari titik ujung berlanjut ke
sisi kemudian berakhir di titik pusat. Secara umum, proses perhitungan bobot total sisi untuk
pelabelan jenis kedua analog dengan pelabelan jenis pertama, hanya perlu disesuaikan
pemilihan label titik pusatnya sesuai dengan Definisi 4. Sehingga diperoleh persamaan bobot
total sisinya
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(mn —1)d 2mn+m+1)(2mn+m)
mn|a+ =
2 2
m(@dmn+m+1)
2

(9)

+(n—1)

Selanjutnya, akan diberikan hasil pengembangan peneliti tentang (a, d)—EATL pada graf
multistar. Hasil yang pertama tentang batas nilai a dan d agar graf multistar memenuhi
(a,d)—EATL untuk setiap m = 1 dan n > 2. Menggunakan Definisi 3 dapat dihitung
bobot terkecil sisinya, yaitu a > 1 + (mn + 1) + (2mn + 1) = 3mn + 3. Sehingga
diperoleh pertidaksamaan

a=>3mn+3 (10)

Di lain sisi, berdasarkan Definisi 2 dapat dihitung bobot terbesar sisinya, yaitu mn +
(2mn + m) + 2mn = 5mn + m. Sehingga diperoleh pertidaksamaan

a+(mn—1)d <5mn+m (11)
Menggunakan Pertidaksamaan 6 dan 7 untuk mencari nilai d, diperoleh

a+(mn—-1)d< 5mn+m

s a< Smn+m-—(mn-—1)d

S 3mn+3< 5Smn+m-—(mn-—1)d

N d< TS L0 (12)
mn—1

Jadi, didapat nilai d < 2 ataud = 1,2. Langkah selanjutnya, akan dicari nilai a berdasarkan
nilai d terkait.
1) Untuknilaid =1
Menggunakan Persamaan 9, diperoleh nilai a =

7m?n?+m?n+4mn

pv— . Hasil ini tidak

bertentangan dengan syarat Pertidaksamaan 10 dan 11. Sehingga graf multistar m.S,,
2,2 2

(1) EATL untukm > 1 dann > 2,

dapat dilakukan
2) Untuk nilaid = 2

. i 6m?n2+m?n+5mn
Menggunakan Persamaan 9, diperoleh nilai a =

pw— . Hasil ini tidak
bertentangan dengan syarat Pertidaksamaan 10 dan 11. Sehingga graf multistar m.S,,
(et o) EATL untukm > 1 dann > 2.

dapat dilakukan

Contoh (a, d)—EATL untukm > 1 dann > 2 dengan nilaid = 1 dan d = 2 berturut-
turut dapat dilihat pada Gambar 4 dan Gambar 5.
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: 8 13 v 4
L8 9 5 2 v3 v vl
b 5 >IN N RV RN B
3 7 10 6 4 v2 he 02
2 ve v? 3 12 15 11 6

vy vp v}

Gambar 4. (17,1) — EATL pada 25, Gambar 5. (22,2) — EATL pada 3S,

5. KESIMPULAN

Pada graf multistar mS,, berlaku pelabelan total tak-ajaib sisi (a,d). Untuk
2,2 2
pelabelan dengan pemberian titik pusat nilai terkecil berlaku (3m S nAmn 1)

2mn
2m?n?+5m?n+5mn

untuk m>1 dan n>2 dan ( P ,2) untuk m>1 dan n > 2.
Sedangkan untuk pelabelan dengan pemberian titik pusat nilai terbesar berlaku

224 2 252 m2

(7m n“+m n+4mn’1) untuk m > 1 dan n > 2 dan (6m nc+m n+5mn’2) untuk m > 1
2mn amn

dann > 2.
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