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ABSTRACT 

 
The generalized inverse is a concept for determining the inverse of a singular matrix and and 
݉ × ݊ matrix which has the characteristic of the inverse matrix. There are several types of 
generalized inverse, one of which is the Moore-Penrose inverse. The matrix ܺ is called Moore 
Penrose inverse of a matrix if it satisfies the four penrose equations and is denoted by ܣା. 
Furthermore, if the matrix ܺ satisfies only the first two equations of the Moore-Penrose inverse 
and ܺܣ =  The purpose of this .#ܣ and is denoted by ܣ then ܺ is called the group inverse of ,ܣܺ
research was to determine the group inverse of a non-diagonalizable square matrix using Jordan’s 
canonical form and Moore Penrose’s inverse of a singular matrix, also a non-square matrix using 
the Singular Value Decomposition (SVD) method. The results of this study are the sufficient 
condition for a matrix ܣ to have a group inverse, i.e., a matrix ܣ has an index of 1 if and only if the 
product of two matrices forming ܣ is a full rank factorization and is invertible. Whereas for a 
singular matrix ܴ and a non-square ܴ, the Moore-Penrose inverse can be determined using 
Singular Value Decomposition (SVD). 
 
Keywords: generalized matrix inverse, Moore Penrose inverse, group inverse, Jordan canonical 
form, Singular Value Decomposition. 

 
 

ABSTRAK 
 

Invers tergeneralisasi merupakan suatu konsep untuk menentukan invers dari matriks singular dan 
matriks berukuran ݉ × ݊ yang memiliki karakteristik sifat invers matriks. Ada beberapa jenis 
invers tergeneralisasi, salah satunya invers Moore Penrose. Suatu matriks ܺ disebut sebagai invers 
Moore Penrose dari matriks ܣ jika memenuhi empat persamaan penrose dan dinotasikan dengan 
 ା. Kemudian, jika matriks ܺ hanya memenuhi dua persamaan pertama dari invers Moore Penroseܣ
dan  ܺܣ =  Adapun .#ܣ dan disimbolkan sebagai ܣ maka ܺ disebut sebagai invers grup dari ,ܣܺ
tujuan dari penelitian ini, yaitu untuk menentukan invers Grup dari suatu matriks persegi yang 
tidak dapat didiagonalisasi dengan menggunakan bentuk kanonik Jordan dan invers Moore 
Penrose dari matriks singular dan matriks non persegi menggunakan metode dekomposisi nilai 
singular (Singular Value Decomposition atau SVD). Hasil dari penelitian ini adalah syarat cukup 
suatu matriks ܣ ∈ ℂ×  mempunyai invers Grup yaitu ܣ mempunyai indeks 1 jika dan hanya jika 
perkalian dua buah matriks yang membentuk ܣ merupakan faktorisasi rank penuh dan dapat 
dibalik. Sedangkan untuk suatu matriks singular ܴ dan matriks non persegi ܴ, invers Moore 
Penrosenya dapat ditentukan dengan menggunakan dekomposisi nilai singular (Singular Value 
Decomposition atau SVD). 
 
Kata Kunci : invers matriks tergeneralisasi, invers Moore Penrose, invers grup, bentuk kanonik 
Jordan, dekomposisi nilai singular (Singular Value Decomposition atau SVD).
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1. PENDAHULUAN 

Invers tergeneralisasi merupakan suatu konsep untuk menentukan invers 
dari matriks singular dan matriks berukuran ݉ × ݊ yang memiliki karakteristik 
sifat invers matriks. Terdapat beberapa jenis invers tergeneralisasi, salah satunya 
invers Moore Penrose yang diperkenalkan oleh Roger Penroose dalam 
penelitiannya pada tahun 1954. Suatu matriks ܺ disebut sebagai invers Moore 
Penrose dari matriks ܣ jika memenuhi empat persamaan Penrose dan dinotasikan 
dengan ܣା (Ben-Israel & Greville, 1976). Kemudian, jika terdapat suatu matriks 
ܺ yang hanya memenuhi dua persamaan pertama dari invers Moore Penrose dan 
ܺܣ =  #ܣ dan disimbolkan sebagai ܣ maka ܺ disebut sebagai invers grup dari ܣܺ
(Ben-Israel & Greville, 1976).  

Adapun untuk menentukan invers grup dari suatu matriks persegi, terlebih 
dahulu akan ditentukan syarat cukup suatu matriks persegi memiliki invers Grup. 
Selanjutnya, dengan menggunakan bentuk kanonik Jordan, invers grup dari suatu 
matriks yang tidak dapat didiagonalisasi dapat ditentukan. Lebih lanjut, dengan 
menggunakan dekomposisi nilai singular (Singular Value Decomposition atau 
SVD) ditentukan invers Moore Penrose dari suatu matriks singular dan matriks 
non persegi. Sehingga dalam tulisan ini, akan dijelaskan lebih lanjut tentang 
invers grup dari suatu matriks yang tidak dapat diagonalisasi dengan 
menggunakan bentuk kanonik Jordan serta invers Moore Penrose dari matriks 
singular dan matriks non persegi dengan menggunakan metode dekomposisi nilai 
singular (Singular Value Decomposition atau SVD). 
 
2. TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bagian ini, diberikan beberapa dasar teori yang digunakan dalam 
menentukan invers grup dan invers Moore Penrose dari suatu matriks. 
2.1 Determinan dan Invers Matriks 
Definisi 2.1.1 (Anton & Rorres, 2004) 
Suatu hasilkali elementer bertanda (elementary product) dari suatu matriks ܣ 
berukuran ݊ × ݊, adalah hasilkali dari ݊ entri matriks ܣ yang tidak satu pun 
berasal dari baris atau kolom yang sama. Determinan dari matriks ܣ dinotasikan 
dengan det(ܣ) . 
Definisi 2.1.2 (Anton & Rorres, 2004) 
Jika ܣ adalah matriks bujursangkar dan jika terdapat matriks ܤ yang ukurannya 
sama sedemikian rupa sehingga ܤܣ = ܣܤ =  disebut dapat dibalik ܣ maka ,ܫ
(invertible) dan ܤ disebut sebagai invers (inverse) dari ܣ. Jika matriks ܤ tidak 
dapat didefinisikan, maka ܣ dinyatakan sebagai matriks singular. 
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2.2 Faktorisasi Full-Rank (Faktorisasi Rank Penuh)  
Definisi 2.2.1 (Piziak & Odell, 2007)  

Misalkan ℂ×
  himpunan semua matriks berukuran ݉ × ݊ dengan rank ݎ yang 

entri-entri matriksnya merupakan bilangan kompleks. Diberikan suatu matriks 

ܣ ∈ ℂ×
  dengan ݎ > 0. Jika terdapat ܥ ∈ ℂ×

  dan ܴ ∈ ℂ×
  sedemikian 

sehingga ܣ =  dapat dikatakan memiliki faktorisasi full-rank atau ܣ maka ܴܥ

faktorisasi rank penuh.  

2.3 Nilai Eigen,Vektor Eigen dan Vektor Eigen Tergeneralisasi. 
Definisi 2.3.1 (Anton & Rorres, 2004) 
Jika ܣ merupakan suatu matriks berukuran ݊ × ݊, maka terdapat suatu vektor tak 
nol ܠ pada ܴ yang disebut sebagai vektor eigen (eigenvector) dari ܣ, jika ݔܣ 
adalah kelipatan skalar dari ݔ sebagai berikut, 

ܠܣ =   ܠߣ
untuk sebarang skalar ߣ. Skalar ߣ disebut sebagai nilai eigen (eigenvalue) dari 
matriks ܣ dan ܠ disebut sebagai vektor eigen yang terkait dengan ߣ.  

Jika diketahui bahwa ߣ merupakan nilai-nilai eigen dari matriks ܣ, maka 
multiplisitas aljabar ߣ menyatakan banyaknya nilai eigen ߣ sebagai perkalian 
akar-akar karakteristik dari matriks ܣ. Sedangkan multiplisitas geometri ߣ 
menyatakan dimensi  ruang eigen dari matriks ܣ.   
Definisi 2.3.2 (Dewi & Liliana, 2017) 
Diberikan suatu matriks ܣ berukuran ݊ × ݊. Vektor eigen tergeneralisasi dari ܣ 
diberikan sebagai berikut. 

ܣ) − ܚܝ(ܫߣ =   ିܚܝ
dengan ݎ merupakan rank dari matriks ܣ. Jika ܚܝ merupakan vektor eigen 
tergeneralisasi dari vektor eigen ିܚܝ. 
 
2.4 Bentuk Kanonik Jordan. 
Definisi 2.4.1 (Weintraub, 2008) 
Suatu matriks ܬ× dengan entri-entri di lapangan ܨ merupakan bentuk kanonik 
Jordan apabila terdapat blok-blok Jordan di sepanjang diagonal utamanya dan 
terdapat entri - entri nol di luar blok-blok Jordan tersebut. 

Berikut diberikan ilustrasi matriks bentuk kanonik Jordan berukuran 4 × 4 .  

ܬ = 
1 0 0
0 4 1
0 0 4

൩  

Matriks ܬ di atas tersusun atas 2 buah  blok Jordan yang  mana tersusun atas blok 

Jordan berukuran 1 × 1, yaitu [1] dan blok Jordan berukuran 2 × 2, yaitu ቂ4 1
0 4ቃ. 
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Teorema 2.4.2 (Fletcher & Sorensen, 1983)  
Diberikan suatu matriks ܣ ∈ ℂ× terdapat matriks nonsingular ܺ ∈ ℂ× 

sedemikian sehingga  

ܺିଵܺܣ = ൮

ଵܬ 0 ⋯
0 ଶܬ ⋯
⋮ ⋮ ⋱

0
0
⋮

0   0 ⋯ ܬ

൲  

yang mana untuk setiap ܬ = ܫߣ +  , merupakan matriks persegi dengan orde ݇ܧ

ܧ = ൬0 ିଵܫ
0 0

൰ dan ߣ ∈ ℂ untuk ݅ = 1, 2, … ,݉. 

Berikut akan diberikan langkah-langkah untuk menentukan bentuk kanonik 
Jordan dari suatu matriks yang tidak dapat didiagonalisasi berdasarkan Teorema 
2.4.2. 
1. Menentukan nilai-nilai eigen ߣଵ, ,ଶߣ …  × denganܣ  dari suatu matriksߣ,

menggunakan persamaan karakteristik sebagai berikut. 
det(ܫߣ − (ܣ = 0.   

atau dapat juga dituliskan sebagai berikut. 
ܫߣ| − |ܣ = 0. 

2. Menentukan vektor eigen dari suatu matriks ܣ× berdasarkan nilai eigen 
yang diperoleh pada langkah 1.  

3. Menentukan multiplisitas aljabar ߙ  berdasarkan persamaan karakteristik dan 
nilai eigen yang diperoleh dalam langkah 1. Selanjutnya, menentukan 
multiplisitas geometri ߛ  berdasarkan nilai eigen dan dimensi vektor eigen 
yang diperoleh dalam langkah 1 dan langkah 2.  

4. Menentukan vektor eigen tergeneralisasi dari matriks ܣ× berdasarkan 
Definisi 2.3.2 sebagai berikut. 

ܣ) − ܚܝ(ܫߣ =   .ିܚܝ
dengan ݎ merupakan rank dari matriks ܚܝ ,ܣ merupakan vektor eigen 
tergeneralisasi dan ିܚܝ merupakan vektor eigen matriks ܣ yang diperoleh 
dalam langkah 2.  

5. Membentuk matriks nonsingular ܲ yang entri-entrinya terdiri dari vektor 
eigen yang diperoleh pada langkah 2 dan vektor eigen tergeneralisasi yang 
diperoleh pada langkah 4.  

6. Menentukan invers dari matriks nonsingular ܲ. 
7. Menentukan matriks ܬ yang merupakan bentuk kanonik Jordan dari ܣ 

berdasarkan Teorema 2.4.2 berikut. 
ܬ = ܲିଵܲܣ . 

Contoh 2.4.3 
Diberikan suatu matriks sebagai berikut. 
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ܣ = ቌ
5   0 −1
4    1 −1
2 −1   3

  1
  1
−1

1 −1   0   2

ቍ  

dengan menggunakan langkah-langkah diatas, diperoleh bentuk kanonik Jordan 

dari ܣ, yaitu ܬ = ቌ
1 0 0
0 2 0
0 0 4

0
0
1

0 0 0 4

ቍ . 

2.5 Dekomposisi ࡾࡽ  
Teorema 2.5.1 (Anton & Rorres, 2004) 
Jika ܣ merupakan suatu matriks berukuran ݉ × ݊ yang mempunyai vektor-vektor 
kolom  yang bebas linier, maka matriks ܣ tersebut dapat difaktorkan menjadi, 

ܣ = ܴܳ  
dengan ܳ merupakan suatu matriks ݉ × ݊ yang mempunyai vektor-vektor kolom 
ortonormal dan ܴ merupakan suatu matriks segitiga atas ݊ × ݊ yang dapat 
dibalik. 

Berdasarkan Teorema 2.5.1, (Stoer & Bulirsch, 2002)[8] menyatakan bahwa 
terdapat dua kemungkinan untuk menentukan pseudoinvers dari matriks ܣ  
dengan menggunakan dekomposisi ܴܳ. Pertama, jika ܣ× dengan ݉ ≥ ݊ dan 
ܣ ݇݊ܽݎ = ݊, maka 

ାܣ = ܴିଵܳ∗ (1) 

  dengan ܳ∗ merupakan transpose konjugat dari matriks ܳ.  
Kedua, jika ܣ× dengan ݉ < ݊ dan ܣ ݇݊ܽݎ = ݉, maka 

ାܣ = ܳ(ܴ∗)ିଵ (2) 

dengan ܴ∗ merupakan transpose konjugat dari matriks ܴ. 

2.6 Dekomposisi Nilai Singular (Singular Value Decomposition atau SVD) 
Definisi 2.6.1 (Meyer, 2000) 

Diberikan suatu matriks ܣ ∈ ℂ× dengan rank ݎ. Terdapat nilai eigen positif 
dari ܣ∗ܣ (dan ܣܣ∗) yaitu ߣଵ ≥ ଶߣ ≥ ⋯ ≥ ߣ > 0. Nilai singular dari ܣ 
didefinisikan oleh ߪ = ඥߣ.  
Definisi 2.6.2 (Hourigan & Mcindoo, 1998) 
Dekomposisi nilai singular dari sebuah faktorisasi matriks ukuran ݉ × ݊ 
merupakan matriks ܣ berikut 

ܣ = ܷ∑்ܸ = ଵ்ݒଵߪଵݑ + ଶ்ݒଶߪଶݑ + ⋯+   ்ݒߪݑ
dengan ܷ merupakan matriks orthogonal ݉ × ݉, ܸ matriks orthogonal ݊ × ݊ 
dan ∑ merupakan matriks ukuran ݉ × ݊ yang diagonal utamanya merupakan 
nilai singular dari ܣ, dimana 

ଵߪ ≥ ଶߪ ≥ ⋯ ≥ ߪ > 0 
dengan ߪଵ,ߪଶ, …  .ܣ  merupakan nilai singular dariߪ,
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2.7 Invers Moore Penrose dan Invers Grup 
Definisi 2.7.1 (Zekraoui & Özel, 2017) 
Apabila terdapat suatu matriks ܣ ∈ ℂ×. Matriks ܣ dikatakan mempunyai 
invers Moore-Penrose jika terdapat matriks ܺ ∈ ℂ× sedemikian sehingga, 

ܣܺܣ =  (3) .ܣ

ܺܣܺ = ܺ.  (4) 

∗(ܺܣ) =  (5) .ܺܣ

∗(ܣܺ) =  (6) .ܣܺ

Selanjutnya, maka  ܺ dinotasikan dengan ܣା. Kemudian ܣܣା dan ܣାܣ 
merupakan matriks Hermitian jika ܣ dan ܣା memenuhi invers-{1}. 
Definisi 2.7.2 (Ben-Israel & Greville, 1976) 
Suatu matriks ܺ disebut sebagai invers grup dari matriks ܣ jika memenuhi 
beberapa persamaan berikut. 

ܣܺܣ =  (7) .ܣ

ܺܣܺ = ܺ.  (8) 

ܺܣ =  (9) .ܣܺ

Selanjuntya, maka ܺ dinotasikan dengan ܣ#.    

2.8 Indeks 1 dari Suatu Matriks 
Definisi 2.8.1 (Ben-Israel & Greville, 1976) 
Bilangan bulat positif terkecil ݇ yang memenuhi, 

(ܣ) ݇݊ܽݎ =   (ାଵܣ) ݇݊ܽݎ
disebut sebagai indeks 1 dari suatu matriks ܣ berukuran ݉ × ݊. 
Teorema 2.8.2 (Ben-Israel & Greville, 1976) 
Suatu matriks persegi ܣ memiliki invers grup jika dan hanya jika ܣ mempunyai 
indeks 1 yaitu 

(ܣ) ݇݊ܽݎ =  .(ଶܣ)݇݊ܽݎ
 
3. METODE PENELITIAN 

Penelitian ini dilakukan dengan prosedur sebagai berikut: 
a) Memberikan definisi dan teorema yang terkait dengan determinan dan 

invers, nilai eigen, vektor eigen dan vektor eigen tergeneralisasi, bentuk 
kanonik Jordan, dekomposisi ܴܳ, dekomposisi nilai singular (singular 
value decomposition atau SVD), invers Moore Penrose dan invers grup, 
dan indeks 1 dari suatu matriks. 
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b) Menentukan  matriks bentuk kanonik Jordan ܬ dari suatu matriks ܣ×.  
c) Menentukan  matriks ܬା dari bentuk kanonik Jordan ܬ 
d) Menentukan invers grup ܺ dari matriks bentuk Kanonik Jordan 
e) Menunjukkan bahwa  ܺ merupakan invers grup dari bentuk kanonik 

Jordan ܬ. 
f) Menentukan matriks ܴ∗ܴ dan ܴܴ∗ dari suatu matriks singular ܴ dan 

matriks non persegi ܴ×.  
g) Menentukan matriks ortonormal ܸ× dan matriks ortonormal ܷ×  yang 

entri-entrinya terdiri dari vektor-vektor eigen matriks ܴ∗ܴ yang 
ortonormal. 

h) Menentukan matriks Σ berukuran ݉ × ݊ dan matriks Σା berukuran ݊ × ݉. 
i)  Menentukan invers Moore Penrose ܺ dari matriks singular ܴ dan matriks 

non persegi ܴ×. 
j) Menunjukkan bahwa  ܺ merupakan invers Moore Penrose dari matriks 

singular ܴ dan matriks non persegi ܴ×. 
 

4. HASIL DAN PEMBAHASAN 
4.1 Invers Grup dari Suatu Matriks Persegi 

Berikut ini diberikan syarat cukup suatu matriks persegi memiliki invers 
grup. 
Lemma 4.1.1 

Diberikan suatu matriks ܥ ∈ ℂ× dengan rank r dan ܴ ∈ ℂ× dengan rank r. 
Terdapat suatu matriks persegi ܣ =  yang merupakan faktorisasi rank penuh ܴܥ
dari ܣ ∈ ℂ× dengan rank r. Jika ܴܥ dapat dibalik maka terdapat invers grup 
dari ܣ dengan ܣ# =  .ଶܴି(ܥܴ)ܥ

Kemudian dari Lemma 4.1.1 diperoleh Akibat sebagai berikut. 

Akibat 4.1.2 
Diberikan matriks persegi ܣ ∈ ℂ× dengan rank r dan ܣ =  merupakan ܴܥ
faktorisasi rank penuh. Matriks ܣ memiliki indeks 1 jika dan hanya jika ܴܥ dapat 
dibalik. 
 
4.2 Aplikasi Bentuk Kanonik Jordan dalam Menentukan Invers Grup. 

Invers grup dari suatu matriks persegi yang mempunyai indeks 1 dapat 
ditentukan dengan menggunakan bentuk kanonik Jordan, yang dinyatakan dalam 
teorema berikut. 
Teorema 4.2.1 
Diberikan suatu matriks ܣ yang mempunyai indeks 1 dan ܣ =  ܲ ଵ denganିܲܬܲ
merupakan matriks nonsingular dan ܬ merupakan bentuk kanonik Jordan dari ܣ. 
Terdapat invers grup dari ܣ dengan ܺ =  .ାܲିଵܬܲ
Bukti.  
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Diketahui ܣ merupakan suatu matriks dengan indeks 1 dan ܣ =  ,ଵ. Sehinggaିܲܬܲ
berdasarkan Teorema 2.8.2 matriks ܣ mempunyai suatu invers grup dan ܬ ݇݊ܽݎ =
   .ଶܬ ݇݊ܽݎ
Kemudian, diketahui ܺ =   ାܲିଵ, akan ditunjukkan bahwa ܺ memenuhi Definisiܬܲ
2.7.2 dan ܺ merupakan invers grup dari ܣ.  
i) ܣܺܣ =   ଵିܲܬܲ(ାܲିଵܬܲ)ଵିܲܬܲ

=   ଵିܲܬାܬܬܲ
=    ଵିܲܬܲ
=   ܣ

ii) ܺܺܣ =   ାܲିଵܬܲ(ଵିܲܬܲ)ାܲିଵܬܲ
=   ାܲିଵܬܬାܬܲ
=   ାܲିଵܬܲ
= ܺ  

iii) ܺܣ =   (ାܲିଵܬܲ)ଵିܲܬܲ
=   ܫ

ܣܺ =   (ଵିܲܬܲ)ାܲିଵܬܲ
=   ܫ

Sehingga, benar bahwa ܺܣ = ܣܺ =   .ܫ
Jadi, terbukti bahwa ܺ merupakan invers grup dari ܣ dan disimbolkan dengan 
  ∎.#ܣ

Kemudian berdasarkan Teorema 2.4.2 dan Teorema 4.2.1, berikut diberikan 
langkah-langkah untuk menentukan invers grup dari bentuk kanonik Jordan. 

1. Menentukan bentuk kanonik Jordan ܬ dari suatu matriks ܣ. 
2. Menentukan vektor-vektor basis ܝ,ܝ, …   .ܬ dari matriks ܖܝ,
3. Menentukan basis-basis orthogonal ܞ,ܞ, … ,  .ܬ dari matriks ܖܞ
4. Menentukan basis ortonormal ܙ,ܙ, …  .sebagai berikut ܬ dari matriks ܖܙ,

ܙ =
ܞ
‖ܞ‖

 

ܙ =
ܞ
‖ܞ‖

 

⋮ 

ܖܙ =
ܖܞ
‖ܖܞ‖

 

5. Membentuk matriks ܳ berdasarkan vektor basis ortonormal ܙ,ܙ, …  ܖܙ,
sebagai berikut. 

ܳ = |ܙ|ܙ] …  [ܖܙ|
6. Membentuk matriks segiatas ܴ dari hasil kali dalam vektor basis 

,ܝ,ܝ … ,ܙ,ܙ dengan vektor basis ortonormal ܖܝ, …  sebagai ܖܙ,
berikut. 
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ܴ = ൦

〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉 ⋯ 〈ܙ,ܖܝ〉
0 〈ܙ,ܝ〉 ⋯ 〈ܙ,ܖܝ〉
⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

⋮
〈ܖܙ,ܖܝ〉

൪ 

7. Membentuk suatu matriks ܬା dengan memperhatikan rank dari matriks ܬ 
berdasarkan persamaan (1) dan (2).   

8. Membentuk matriks ܺ berdasarkan Teorema 4.2.1 sebagai berikut. 
ܺ =  ାܲିଵܬܲ

9. Menunjukkan bahwa ܺ merupakan invers grup dari bentuk kanonik Jordan 
yang memenuhi Definisi 2.7.2. 

Berdasarkan langkah-langkah diatas berikut akan diberikan contoh untuk 
menentukan invers grup dari bentuk kanonik Jordan. 

 
Contoh 4.2.2 
Diberikan suatu matriks sebagai berikut. 

ܣ = ቌ
5   0 −1
4    1 −1
2 −1   3

  1
  1
−1

1 −1   0   2

ቍ.  

Invers grup dari bentuk kanonik Jordan yang diperoleh dari matriks ܣ dapat 
ditentukan sebagai berikut. 

1. Berdasarkan langkah 1 dan dari Contoh 2.4.3 diperoleh bentuk kanonik 

Jordan dari ܣ, yaitu ܬ = ቌ
1 0 0
0 2 0
0 0 4

0
0
1

0 0 0 4

ቍ . 

2. Menentukan vektor-vektor basis dari ܬ sebagai berikut. 

ܝ = ቌ
1
0
0
0

ቍ, ܝ = ቌ
0
2
0
0

ቍ, ܝ = ቌ
0
0
4
0

ቍ, ܝ = ቌ
0
0
1
4

ቍ.  

3. Menentukan basis orthogonal ܞ,ܞ,  dan ܬ  dari matriksܞ  danܞ
diperoleh,  

ܞ = (1 0 0 ܞ    (0 = (0 0 4 0)  
ܞ = (0 2 0 ܞ (0 = (0 0 0 4)  

4. Menentukan basis orthonormal ݍଵ,ݍଶ,ݍଷ dan ݍସ dari matriks  ܬ dan 
diperoleh, 

ܙ = (1 0 0 ܙ    (0 = (0 0 1 0)  
ܙ = (0 1 0 ܙ  (0 = (0 0 0 1)   

5. Membentuk matriks ܳ berdasarkan vektor-vektor basis ortonomal, sebagai 
berikut. 

ܳ = ቌ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

0
0
0

0 0 0 1

ቍ  
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6. Menentukan matriks segitiga atas ܴ dari hasil kali dalam vektor-vektor 
basis dalam Langkah  2 dan Langkah dan diperoleh, 

ܴ =

⎝

⎛

〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉
0 〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉 〈ܙ,ܝ〉
0
0

0
0

〈ܙ,ܝ〉
0

〈ܙ,ܝ〉
⎠〈ܙ,ܝ〉

⎞ = ቌ
1 0 0
0 2 0
0 0 4

0
0
1

0 0 0 4

ቍ  

7. Membentuk suatu matriks ܬା berdasarkan langkah 7. Karena, ܬ merupakan 
matriks bentuk kanonik Jordan berukuran 4 × 4 dan ܬ ݇݊ܽݎ = 4,  
berdasarkan persamaan (1) diperoleh, 

ାܬ =

⎝

⎜
⎛

1 0 0
0 భ

మ
0

0 0 భ
ర

0
0
− ଵ
ଵ

0 0 0 భ
ర ⎠

⎟
⎞

 

8. Membentuk matriks ܺ berdasarkan Teorema 4.2.1 dan diperoleh, 

ܺ =

⎝

⎜
⎛

య
భల 0 భ

భల

−భయ
భల 1 భ

భల

− వ
భల

భ
మ

ఱ
భల

− భ
భల

− భ
భల
య
భల

−భ
మ   భమ 0  భమ ⎠

⎟
⎞

 . 

9. Menunjukkan bahwa ܺ merupakan invers grup dari bentuk kanonik Jordan 
dan memenuhi Definisi 2.7.2. 

Dengan mensubstitusikan matriks ܺ =

⎝

⎜
⎛

య
భల 0 భ

భల

−భయ
భల 1 భ

భల

− వ
భల

భ
మ

ఱ
భల

− భ
భల

− భ
భల
య
భల

−భ
మ   భమ 0  భమ ⎠

⎟
⎞

 dan ܣ =

ቌ
5   0 −1
4    1 −1
2 −1   3

  1
  1
−1

1 −1   0   2

ቍ ke dalam persamaan (7), (8) dan (9), terbukti bahwa 

ܺ merupakan invers grup dari ܣ dan dinotasikan dengan ܣ#.  
Akan tetapi, terdapat kekurangan dalam menentukan invers tergeneralisasi 

dari bentuk kanonik Jordan. Hal ini dikarenakan jika terdapat matriks uniter ܲ, 
maka invers tergeneralisasi dari bentuk Kanonik Jordan tidak dapat ditentukan. 
Berikut diberikan Lemma yang mendukung pernyataan tersebut. 
Lemma 4.2.3 
Setiap matriks ܣ ∈ ℂ×  yang tidak dapat didiagonalisasikan tidak memiliki 
invers Moore Penrose. 
 
4.3 Invers Tergeneralisasi Moore Penrose Pada Bentuk Dekomposisi Nilai 

Singular (Singular Value Decomposition atau SVD). 
Invers tergeneralisasi Moore Penrose dari suatu matriks singular dan matriks 

non-persegi dapat ditentukan dengan menggunakan dekomposisi nilai singular 
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(Singular Value Decomposition atau SVD), yang dinyatakan dalam lemma dan 
definisi berikut. 
Lemma 4.3.1 

Diberikan ܣ ∈ ℂ× dengan rank ݎ. Terdapat matriks uniter ܷ ∈ ℂ×, ܸ ∈

ℂ× dan matriks ∑ = ቀܦ 0
0 0ቁ ∈ ℂ×, dengan ܦ merupakan matriks diagonal 

yang elemen diagonal ߪଵ, …   tak nol dan merupakan akar kuadrat dari nilaiߪ,
eigen ܣܣ∗ (yang juga nilai eigen bukan nol dari ܣ∗ܣ) sedemikian sehingga ܣ =
ܷ∑ܸ∗. 
Definisi 4.3.2 
Diberikan suatu matriks ܣ berukuran ݉ × ݊. Vektor eigen orthonormal dari ܣܣ∗ 
(yaitu vektor kolom matriks ܷ) disebut sebagai vektor singular kiri dari ܣ 
sedangkan ܣ∗ܣ (yaitu vektor kolom matriks ܸ) disebut sebagai vektor singular 
kanan dari ܣ. Selanjutnya, ߪ = ඥߣ untuk ݅ = 1, … ,  disebut sebagai nilai ݎ
singular dari ܣ dan faktorisasi ܣ = ܷ∑ܸ∗ disebut sebagai dekomposisi nilai 
singular atau bisa disingkat sebagai SVD. 

Berdasarkan Lemma 4.3.1 dan Definisi 4.3.2, invers tergeneralisasi Moore 
Penrose pada dekomposisi nilai singular atau SVD dapat ditentukan dengan ܴା =
ܸΣାܷ∗ dan diperoleh langkah-langkah untuk menentukan invers tergeneralisasi 
Moore Penrose dari suatu matriks singular ܴ dan suatu matriks ܴ berukuran 
݉ × ݊ sebagai berikut. 

1. Menentukan matriks ܴ∗ܴ berukuran ݊ × ݊ dan matriks ܴܴ∗ berukuran 
݉ ×݉, dengan ܴ∗ merupakan transpose konjugat dari ܴ×.  

2. Menentukan nilai-nilai eigen ߣଵ, ,ଶߣ …   dari ܴ∗ܴ dan ܴܴ∗ denganߣ,
menggunakan persamaan karakteristik sebagai berikut. 

det(ܫߣ − ܴ∗ܴ) = 0 atau |ܫߣ − ܴ∗ܴ| = 0   
dan 

det(ܫߣ − ܴܴ∗) = 0 atau |ܫߣ − ܴܴ∗| = 0   
 

3. Menentukan nilai singular ߪଵ,ߪଶ, … .  . dari matriks ܴ sebagai berikutߪ,
ଵߪ = ඥߣଵ  
ଶߪ = ඥߣଶ  

⋮  
ߪ = ඥߣ  

4. Menentukan vektor-vektor eigen dari ܴ∗ܴ dan ܴܴ∗ berdasarkan nilai eigen 
yang diperoleh dalam langkah 2.   

5. Menentukan matriks ܸ× yang entri-entrinya terdiri dari vektor-vektor 
eigen matriks ܴ∗ܴ yang ortonormal.    

6. Menentukan matriks ܷ× yang entri-entrinya terdiri dari vektor-vektor 
eigen matriks ܴܴ∗ yang ortonormal.   
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7. Menentukan matriks Σ berukuran ݉ × ݊ yang bersesuaian dengan ܴ×, 
yang mana entri-entri disepanjang diagonalnya merupakan nilai singular 
yang diperoleh dalam langkah 3 dan entri-entri di luar diagonal bernilai 
nol. 

8. Menentukan matriks Σା berukuran ݊ × ݉ berdasarkan langkah 7 yang 
bersesuaian dengan matriks ortonormal ܸ dalam langkah 5 dan matriks 
ortonormal ܷ dalam langkah 6 yaitu  

Σା = ቀܦ
ିଵ 0
0 0

ቁ    

dengan ିܦଵ =

⎝

⎜
⎛

భ
భ

0 ⋯ 0
0 భ

మ
⋯ 0

⋮
0

⋮
0

⋱
⋯

⋮
భ
⎠

⎟
⎞

 

9. Menentukan matriks ܺ berdasarkan Lemma 4.3.1 yakni, 
ܺ = ܸΣାܷ∗  

dengan ܸ merupakan matriks berukuran ݊ × ݊, ܷ∗ merupakan transpose 
konjugat dari matriks ܷ yang berukuran ݉ ×݉ dan matriks Σା berukuran 
݊ × ݉ yang diperoleh dalam langkah 8.   

10. Menunjukan bahwa ܺ merupakan invers tergeneralisasi Moore Penrose 
dari ܴ yang memenuhi Definisi 2.7.1 dan disimbolkan dengan ܴା. 

 
4.4 Aplikasi Dekomposisi Nilai Singular (Singular Value Decomposition 

atau SVD) Untuk Menentukan Invers Moore Penrose Pada Matriks 
Singular dan Matriks Non Persegi.  
Pada bagian ini, diberikan contoh atau ilustrasi numerik untuk menentukan 

invers tergeneralisasi Moore Penrose pada suatu matriks singular dan matriks non 
persegi. 
Contoh 4.4.1 

Diberikan suatu matriks ܤ = ቀ1 1 0
2 0 1ቁ .  

Invers Moore Penrose dari matriks ܤଶ×ଷ dapat ditentukan dengan langah-langkah 
sebagai berikut. 

1. Berdasarkan langkah 1 dalam Subbab 4.3 diperoleh ܤ∗ܤ = ൭
5 1 2
1 1 0
2 0 1

൱ 

dan ܤ∗ = ቀ2 2
2 5ቁ . 

2. Berdasarkan langkah 2 dalam Subbab 4.3 diperoleh nilai-nilai eigen dari 
ଵߣ yaitu ܤ∗ܤ = 1, ଶߣ = 6, ଷߣ = 0 dan nilai-nilai eigen dari ܤܤ∗, yaitu 
ଵߣ = 1, ଶߣ = 6.  

3. Menentukan nilai-nilai singular dari ܤଶ×ଷ berdasarkan Definisi 2.15.1 
yaitu ߪଵ = ଶߪ,1 = √6 . 
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4. Berdasarkan langkah 4 dalam Subbab 4.3 diperoleh vektor-vektor eigen 

dari ܤ∗ܤ yaitu ܘ = ൭
0
−2
1
൱ ܘ, = ൮

ହ
ଶ
ଵ
ଶ
1

൲ ܘ, = ൮
− ଵ

ଶ
ଵ
ଶ
1

൲ dan diperoleh pula 

vektor-vektor eigen dari ܤܤ∗ yaitu ܙ = ቀ−2
1 ቁ ܙ, = ቆ

ଵ
ଶ
1
ቇ . 

5. Berdasarkan langkah 5 dalam Subbab 4.3 diperoleh matriks ܸ yang entri-
entrinya terdiri dari vektor-vektor eigen matriks ܤ∗ܤ yang ortonormal, 

yaitu =

⎝

⎜
⎛

0 ହ
√ଷ

− ଵ
√

− ଶ
√ହ

ଵ
√ଷ

ଵ
√

ଵ
√ହ

ଶ
√ଷ

ଶ
√ ⎠

⎟
⎞

 . 

6. Berdasarkan langkah 6 dalam Subbab 4.3 diperoleh matriks ܷ yang entri-
entrinya terdiri dari vektor-vektor eigen matriks ܤܤ∗ yang ortonormal, 

yaitu ܷ = ቌ
− ଶ

√ହ
ଵ
√ହ

ଵ
√ହ

ଶ
√ହ

ቍ. 

7. Berdasarkan langkah 7 dalam Subbab 4.3 diperoleh matriks Σ, yaitu Σ =

൬1 0 0
0 √6 0൰ . 

8. Berdasarkan langkah 8 dalam Subbab 4.3 diperoleh matriks Σା, yaitu 

Σା = ൭
1 0
0 భ

√ల

0 0
൱ . 

9. Menentukan matriks ܺ berdasarkan Lemma 4.3.1, yaitu. 

ܺ = ܸΣାܷ∗ =

⎝

⎜
⎛

ଵ


    ଵ
ଷ

ହ


− ଵ
ଷ

− ଵ
ଷ

    ଵ
ଷ⎠

⎟
⎞

. 

10. Menunjukkan bahwa ܺ merupakan invers grup dari bentuk kanonik Jordan 
dan memenuhi Definisi 2.7.1. 

Matriks ܺ =

⎝

⎜
⎛

ଵ


    ଵ
ଷ

ହ


− ଵ
ଷ

− ଵ
ଷ

    ଵ
ଷ⎠

⎟
⎞

 dan ܤ = ቀ1 1 0
2 0 1ቁ disubstitusi ke dalam 

Persamaan (3), (4), (5) dan (6), terbukti bahwa ܺ merupakan invers Moore 
Penrose dari ܤ dan dinotasikan dengan ܤା.  
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Contoh 4.4.3 

Diberikan suatu matriks ܩଷ×ଷ yaitu ܩ = ൭
0 0 1
݅ 1 0
݅ 1 0

൱. 

Selanjuntnya dengan menggunakan langkah-langkah yang sama seperti dalam 
Contoh 4.4.1, diperoleh invers Moore Penrose dari ܩ, yaitu ܩା =

൮
0 − 

ସ
− 

ସ

0 ଵ
ସ

ଵ
ସ

1 0 0

൲ . 

 
4. KESIMPULAN 

Berdasarkan hasil yang terdapat dalam pembahasan, diperoleh kesimpulan 

sebagai berikut : 

1. Invers grup dari suatu matriks ܣ yang tidak dapat didiagonalisasi, dapat 
ditentukan menggunakan bentuk kanonik Jordan, yakni dengan cara 
membentuk matriks ܬା yang merupakan matriks Moore Penrose dari matriks 
Jordan  ܬ  dan matriks ܲ yang dibentuk dari vektor eigen dan vektor eigen 
tergeneralisasi dari matriks ܣ. Invers grup dari matriks ܣ adalah ܺ =
 ܣ ାܲିଵ. Kemudian, terdapat syarat cukup agar suatu matriks persegiܬܲ
mepunyai invers grup, yaitu ܣ mempunyai indeks 1 jika dan hanya jika 
perkalian dua buah matriks yang membentuk ܣ merupakan faktorisasi rank 
penuh dan dapat dibalik.   

2. Invers Moore Penrose dari suatu matriks singular ܴ dan matriks ܴ 
berukuran ݉ × ݊ dapat ditentukan dengan menggunakan metode 
dekomposisi nilai singular. Invers Moore Penrose dari matriks ܴ yang 
diperoleh menggunakan metode ini adalah ܺ = ܸΣାܷ∗, dengan matriks ܸ 
dibentuk dari vektor-vektor eigen matriks ܴ∗ܴ yang ortonormal dan matriks 
ܷ dibentuk dari vektor-vektor eigen matriks ܴܴ∗ yang ortonormal. 
Sedangkan, matriks Σ dibentuk dari nilai-nilai singular matriks ܴ. 
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