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ABSTRAK

Penelitian ini membahas ideal near-ring yang meliputi ideal maksimal near-ring dan ideal
prima near-ring. Selanjutnya, dipelajari hubungan antara ideal maksimal near-ring dan ideal prima
near-ring.

Kata Kunci: Ideal, Ideal Maksimal, Ideal Prima.

1. PENDAHULUAN

Terdapat struktur yang menyerupai ring. Beda struktur baru tersebut dengan
struktur pada ring yaitu sebagai grup aditif tidak harus komutatif dan sifat
distributif cukup dipenuhi satu sisi kiri atau kanan. Struktur inilah yang dikenal
sekarang dengan nama near-ring.

Contoh, jika (I',+) grup, maka himpunan M(T") = {f: "= I'|f fungsi}
merupakan near-ring terhadap operasi penjumlahan + dan komposisi fungsi e
yang didefinisikan sebagai berikut:

(f+gla):= fla)+glaidanif e gila) = f(gla))
untuk setiap f.q € M(I'jdana € T.

Dalam struktur ring dibahas tentang ideal, ideal maksimal, ideal prima dan
hubungan antara ideal maksimal dan ideal prima. Fakta ini yang menjadi motivasi
ide tulisan ini, selanjutnya akan dikaji ideal near-ring, ideal maksimal near-ring,
ideal prima near-ring dan hubungan antara ideal maksimal near-ring dan ideal
prima near-ring.

2. TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Near-ring
Definisi 2.1.1 [2,3,4]. Himpunan [ tidak kosong dengan dua operasi biner + n
dan - disebut near-ring jika memenuhi:
(1). (R.+)adalah grup (tidak harus grup komutatif)
(2). (f.-)adalah semigrup
(3). untuk setiap . v, =< i berlaku salah satu sifat distributif kanan atau kiri

a). distributif kanan ety z=x-z4y-z

b). distributif kiri @@ - (g +z)=w - -y+uw-z

Suatu near-ring disebut near-ring kanan jika memenuhi aksioma (1), (2) dan
(3) bagian a) dan disebut near-ring kiri jika memenuhi aksioma (1), (2) dan (3)
bagian b). Selanjutnya dalam tulisan ini yang dimaksud near-ring adalah near-
ring kiri, kecuali ada keterangan lebih lanjut.
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Near-ring 7 terhadap operasi biner + dan - dinotasikan dengan i fi. +. -}, dan
untuk setiap . ye? yang dioperasikan terhadap operasi - dapat ditulis dengan
-y atau ry.

Secara umum persamaan, (g - a = iz dan (—a) - b = —ab tidak berlaku pada
struktur near-ring meskipun berlaku pada struktur ring, sehingga pada struktur
near-ring, jika terdapat (15 -« = 0, maka akan terbentuk Klasifikasi near-ring
yang lain, sebagaimana disajikan pada definisi berikut.

Definisi 2.1.2 [2]. Diberikan ( 7. +. - adalah near-ring. Didefinisikan
HI._JZ: {rE}? | Op-r= “H}'
Selanjutnya, [, disebut bagian simetri nol (zero-symetric) dari near-ring .

Definisi 2.1.2[2]. Diberikan near-ring Z. Subgrup H di [? disebut subnear-ring di
1t (ditulis dengan H < R), jika memenuhi HHCH.

Lemma 2.1.4[2]. Jika ( /i. +. -) adalah near-ring, maka fi <.

Berikut diberikan klasifikasi near-ring yang lain, selain fi, sebagai akibat dari
persamaan (15 - a = Iy yang tidak berlaku umum, sebagaimana disajikan pada
lemma berikut.

Lemma 2.1.5[2]. Diberikan ( /7. +. -} adalah near-ring. Jika 2, := {(i; - r| re R},
maka /7. adalah subnear-ring di 7 dan ry = y untuk setiap =, ye R,

Selanjutnya f7. disebut bagian simetri konstan (constant-symetric) dari near-
ring I? dan It = ., maka I? disebut near-ring konstan.

Definisi 2.1.6[2]. Diberikan near-ring (/.. ) dan (5.+.-). Suatu pemetaan

f+ R — 5 disebut homomorfisma near-ring, jika untuk setiap .. y R berlaku
fle @ y)= fle)+ fly) dan flzey)= flz)- fly).

Suatu homomorfisma f yang memetakan near-ring 12 ke near-ring S disebut

monomorfisma, jika [ adalah satu-satu (injektif), disebut epimorfisma, jika f

adalah pada (surjektif) dan disebut isomorfisma, jika f adalah satu-satu dan pada

(bijektif).

Lemma 2.1.7[2]. Diberikan near-ring (.. ) dan (S, +.-). Jika pemetaan
f+ R — 5 adalah homomorfisma near-ring, maka
S0z = 0Ogdan f{—r) = — f{r]) untuk setiap re .

Dalam teori grup, semua subgrup di grup komutatif adalah normal. Mengingat
near-ring terhadap operasi pertama tidak harus grup komutatif, maka dalam
mendefinisikan ideal di near-ring subgrupnya harus normal, seperti yang disajikan
pada definisi berikut.

Definisi 2.1.8[2,4]. Diberikan ( /7. +. -) adalah near-ring. Subgrup I di ? disebut
ideal di I, jika

(1). (1. +) adalah subgrup normal di { . +},

(2). RICI,

(3). (Vr.yeR)(Viel). (x + iy — xyel.
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Subrup I di 2 memenuhi kondisi (1) dan (2) disebut ideal kiri di £,
sedangkan subgrup I di /& memenuhi kondisi (1) dan (3) disebut ideal kanan di I3.

Seperti halnya dalam grup dan ring terdapat istilah grup faktor dan ring faktor,
dalam near-ring juga dikenal adanya istilah near-ring faktor.

Lemma 2.1.9[4]. Diberikan [ adalah ideal di near-ring £. Jika

’/I .= {7 =r+ [|r € R} terhadap operasi + dan -, didefinisikan
TiHTri=ribrdan Ty T =TT

untuk setiap 71,7z € fi/ T, maka (fi/ 1. +. ) adalah near-ring.

Lemma 2.1.10[4]. Diberikan near-ring . Jika | adalah ideal di i, maka
pemetaan kanonik « : /i — i/l adalah epimorfisma near-ring.

Berikut diberikan sifat dari kernel dari suatu homomorfisma near-ring
sebarang yang merupakan suatu ideal

Lemma 2.1.11[4]. near-ring K dan . Jika i : [ —+ /1 adalah homomorfisma
near-ring, maka Keri ) adalah ideal di f.

Seperti halnya dalam grup dan ring terdapat teorema utama homomorfisma grup
dan ring, dalam near-ring juga dikenal adanya teorema utama homomorfisma
near-ring.

Lemma 2.1.12[4]. Diberikan near-ring R dan f*. Jika h: I — F* adalah
epimorfisma near-ring, maka [/ Ker(h) = R*,

3. METODE PENELITIAN

Penelitian ini dilakukan berdasarkan studi literatur berupa buku-buku dan
jurnal-jurnal ilmiah, khususnya yang berkaitan dengan near-ring, ideal near-ring,
ideal malsimal near-ring dan ideal prima near-ring.

Pada tahap awal dipelajari konsep-konsep dasar tentang near-ring, subnear-
ring, ideal near-ring, ideal maksimal near-ring dan ideal prima near-ring. Konsep-
konsep dasar ini yang nantinya akan banyak membantu untuk memahami
konstruksi near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, ideal near-ring fuzzy, ideal
maksimal fuzzy near-ring dan ideal prima fuzzy near-ring

Setelah memahami konstruksi near-ring fuzzy, subnear-ring fuzzy, ideal near-
ring, ideal maksimal near-ring dan ideal prima near-ring, dibuktikan beberapa
lemma dan teorema yang terkait sehingga diperoleh “hubungan antara ideal di
himpunan klasik dan himpunan fuzzynya”.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1 Near-ring Sederhana (Simple Near-ring) dan Ideal Maksimal

Definisi 4.1.1[4]. Diberikan near-ring . Near-ring R dikatakan sederhana
(simple near-ring), jika fi tidak mempunyai ideal non-trivial.
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Definisi 4.1.2[4]. Diberikan near-ring 7. Jika R adalah near-ring sederhana
(simple near-ring), maka untuk setiap homomorfisma dari Fi ke near-ring
sebarang mempunyai bayangan yang isomorfik dengan {ii; } atau .

Bukti:

Misalkan [ adalah near-ring sederhana, yaitu ideal di /7 hanya {1} atau 7. Akan
dibuktikan homomorfisma dari 2 ke near-ring sebarang mempunyai bayangan
yang isomorfik dengan {01} atau .

Diambil sebarang sebarang near-ring M, kemudian dibentuk pemetaan
homomorfisma f : @ — M, sehingga /i : /i — [/ J=M adalah epimorfisma. Di
sisi lain ideal di f? hanya {(iz} atau /7, maka Ker(h) = {(iz} atau Ker(h) = i
sehingga  menurut Lemma  2.1.12, Ilh) = BH0g = R atau
Iolh) = R/R = {0} =

Definisi 4.1.3[4]. Diberikan near-ring . Ideal M di I? disebut maksimal, jika
M # R dan tidak ada ideal | di 7 sedemikian hingga MCI, dalam arti MCIZR
maka M = I atau [ = .

Contoh 4.1.4. Jika (Z,s. +.-] adalah near-ring, dimana terhadap operasi -
didefinisikan, wy =1y untuk setiap r.yeZ;;, maka {0z,.3.6.9.} dan
{0z,,.2. 4.6, 8. 10. } adalah ideal maksimal di Z,..

Berikut diberikan sifat ideal maksimal di near-ring, yang berhubungan
dengan near-ring sederhana.

Lemma 4.1.5[4]. Ideal M di near-ring 7 adalah maksimal di 7 jika dan hanya
jika It/ M adalah near-ring sederhana.

Bukti:

(=) Diketahui M adalah ideal maksimal di [?. Akan dibuktikan 7Z/M adalah near-

ring sederhana, yaitu ideal di f#/\f adalah {0;} atau fz/ 1.

Misalkan A/AT adalah ideal di /7/A7, maka A ideal di /7 dan MCA.

Di lain pihak, M adalah ideal maksimal di /2, maka haruslah M = A atau iZ = A.
Akibatnya, ideal di 7#/Af adalah A/AM = {0} atau /M, dengan kata lain 12/ AT

adalah near-ring sederhana.

(+=) Diketahui i/ M adalah near-ring sederhana. Akan dibuktikan M adalah ideal
maksimal di 7.

Misalkan A adalah ideal di /7 dengan MCACR, maka A/ A/ adalah ideal di 72/ .
Mengingat /2/AM adalah near-ring sederhana, maka A/M = {0z} atau
A/M = R/M, sehingga M = A atau 7 = A, dengan kata lain M adalah ideal
maksimal di . =

4.2. Ideal Prima dan Near-ring Prima

Pada bagian ini, diberikan definisi ideal prima, ideal yang dibangun oleh suatu
elemen di near-ring, near-ring prima dan beberapa sifat yang terkait dengan ideal
prima dan ideal maksimal.

Definisi 4.2.1[4]. Diberikan near-ring fi. Ideal P di [ disebut prima, jika untuk
setiap ideal I dan J di fZ, 1JCZP maka ICP atau JCP.
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Contoh 4.2.2. Jika It adalah near-ring konstan, maka setiap subgrup normal di
(I7.+) adalah ideal prima.
Bukti:
Misalkan ( P, +) adalah subgrup normal di ( /7. +). Akan dibuktikan /* adalah ideal
primadi f.
i) Akan dibuktikan /* adalah ideal di 7.
Diberikan sebarang ypei? dan r, s€ R, maka
a) rp = pel” yang mengakibatkan 2P,
b) (r+pls—ra=s—s=10zel.
Jadi P adalah ideal di 7.
i) Akan dibuktikan untuk setiap ideal | dan J di 12, jika 1JZ/” maka IC/” atau
Jo,
Misalkan | dan J ideal di /7 dengan 1JZ 7, maka J = 1JC P,
Jadi /” adalah ideal prima di /7. m

Selanjutnya, diberikan definisi dan sifat ideal di near-ring [, yang
dibangkitkan oleh suatu elemen di .

Definisi 4.2.3[4]. Diberikan near-ring [? dan a € [?. Ideal yang dibangkitkan oleh
a (dinotasikan dengan {a}) didefinisikan sebagai irisan dari semua ideal di [
yang memuat «.

Lemma 4.2.4[1]. Diberikan near-ring . Jika A, :={J | Jideal di i A a€J} dan
{a) =Njen, J, maka (a) adalah ideal terkecil di /# yang memuat « dan
{a) = L_J:“_',:J Ai dimana
A =Ap 0 AT U AL U AT, Ay ={a} dan
A ={r+x-r|reR Arei.},
A ={lr +a)rs — e | v meR A re AL},
AV ={o -y |eyeA},
Ayt ={rr|reR AreAL}
Bukti:
Misalkan A, := {J | J ideal di 1t A aeJ} dan (a) = [, J.
Akan dibuktikan (a) adalah ideal terkecil di 2 yang memuat a dan {a} = [ ], A..
Setiap ./ adalah ideal di /7, maka i1z .J yang mengakibatkan,
Orel) ey, o sehingga ;. J = 2.
Diambil sebarang .v. ye i dan z.we[7),. - .J, maka z.we.J untuk setiap J e .
Mengingat, sebarang ./ adalah ideal di R maka
a) (.f.+)subgrup di (/7. +), sehingga » — we.J,
b) (.F.4)subgrup normal di { /7. +), sehingga = + =z — we.J,
c) RJZ.J,sehingga rze.f dan
d) (x4 z)y — xyed.
Berdasarkan hasil di atas, maka:
a) z—we[ ;... J, sehingga ([, - -J. +) subgrup di (7. +],
b) &+ z—we),., J, sehingga ([, . -J. +) subgrup normal di ( /7. +),
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) wze( ) e, J,sehingga (), JE[ ey, o dan

d) (x+2)y— ryeey, J-
Jadi, {a) = [,., -/ adalah ideal di .
Selanjutnya, akan dibuktikan {a} adalah terkecil di [ yang memuat a.
Diambil sebarang ideal | di /7 yang memuat a. Akan dibuktikan {a)I.

Mengingat | adalah ideal di /& yang memuat «, maka [eN, sehingga
{a) = ﬂ_“:_\-“ JCI.

Jadi, (@} = [,c, -/ adalah ideal terkecil di /# yang memuat « dan jelas bahwa
{fa)=J A m

Berikut diberikan sifat yang ekuivalen dari ideal prima di near-ring .

Lemma 4.2.5[4]. Diberikan 1 adalah ideal di near-ring . Pernyataan-
pernyataan berikut adalah ekuivalen,

(1) 1” adalah ideal prima.

(2) untuk setiap ideal | dan J di 17, jika (IJ)Z1* maka IZJ* atau JZ 1.

(3) untuk setiap a. he R, jika a g I” dan be I” maka {a)(h)EL .

(4) untuk setiap ideal | dan J di R, jika | 21” dan J=1” maka 1J¢ /.

(5) untuk setiap ideal I dan J di &, jika | £/* dan J& /* maka 1J¢ 1°.

Bukti:

(1) = (2) Misalkan I dan J ideal di [? sedemikian hingga (1J)=P. Akan dibuktikan
ICP atau JCP.

Menurut definisi {1J), 1JZ(I1J) sehingga 1JZP. Mengingat P adalah ideal prima,
maka ICP atau JCP.

(2) == (1) Misalkan | dan J ideal di ? sedemikian hingga IJ_P. Akan dibuktikan
P adalah ideal prima, dalam arti 1P atau JCP.

Mengingat (1J) adalah ideal terkecil yang memuat 1J dan P ideal yang memuat 1J,
maka (1JYZP, sehingga menurut yang diketahui, jika (1JY_P maka ICP atau JCP.
(1} < (5) Jelas dari Definisi 4.2.1.

(1) == (3) Misalkan «a.hel? sedemikian hingga {a}{/CP. Akan dibuktikan «eP
atau heP.

Menurut yang diketahui P ideal prima di 17 dan {a)(h)CP, maka {a)CP atau {#CP
yang mengakibatkan « eP atau heP.

(3) == (4) Misalkan | dan J ideal di /i sedemikian hingga IZP dan JZP. Akan
dibuktikan 1J¢ZP.

Diambil sebarang aef — > dan beJ — P, maka a.bgP, {(a)=I dan (b)C.J,
sehingga menurut yang diketahui, jika a¢P dan heP maka {a)(/)ZP yang
mengakibatkan 1J ¢P.

(4) == (3) Misalkan | dan J ideal di /2 sedemikian hingga 1P dan JZP. Akan
dibuktikan 1J¢ZP.

Diambil sebarang ae/ — /> dan beJ — 7, maka a.bgP, {(a)Cl dan (MCJ.
Mengingat {a} dan {/; ideal di 7, maka {Or}={a} dan {Og}Z(/} sehingga untuk
setiap ~ <P dapat dinyatakan dengan « = (I + ¢ yang mengakibatkan {a} + PZP
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dan (i) + P2P, sehingga menurut yang diketahui berlaku ({a) + P) ({h) + P)ZP.
Berdasarkan hasil di atas, maka ada a*e{a}, *e(li) dan p. p*eP sedemikian
hingga (a* + p)(h* + p*) P.

(a* +p)(* + p)=(a* +p)i* + (a* + p)p*
=(a"+p)h™+a™b” — o™ + (a” +p)p" P.
- - e

=P ar P

Mengingat a*b* ¢P dan a*b* e(a){C1J, maka IJZP. m

Berikut diberikan sifat dari ideal prima yang berhubungan dengan
epimorfisma kanonik (canonical epimorphism).

Lemma 4.2.6[4]. Diberikan | dan P adalah ideal di near-ring [?. Jika IZP dan
7: l — R/I = R adalah epimorfisma kanonik (canonical epimorphism), maka
P adalah prima jika dan hanya jika = ( f*) adalah prima.

Bukti:
(=) Diketahui P adalah prima di Fz. Akan dibuktikan =( ) adalah prima di 72/ 1.
Diambil sebarang T,5eli/I dengan (7)yCw(f), maka Ty = Tyen|P).

Mengingat = adalah epimorfisma kanonik, maka ryeP. Menurut yang diketahui

P adalah prima di 7, maka reP atau yeP sehingga ={x) = Ten(l?| atau

m{y) = yew(F) yang mengakibatkan =( I’} adalah prima di /1.

(+=) Diketahui = ( £?) ideal prima di /z/I. Akan dibuktikan P ideal prima di Fz.

Diambil sebarang .. yef? dengan {){iy)CP, maka ryeP sehingga ()]
mlaylen( ).

Mengingat «(/?) adalah ideal prima di /I, maka 7(x)en (/) atau w{ylew|F)

sehingga .reP atau y P yang mengakibatkan P ideal prima di fi. m

Seperti halnya pada ring dikenal istilah ring prima, pada near-ring juga dikenal
istilah near-ring prima yang pendefinisiannya serupa dengan ring prima yaitu
sebagai berikut.

Definisi 4.2.7[4]. Diberikan adalah near-ring /2. Near-ring [ disebut near-ring
prima jika {05} adalah ideal prima di 3.

Contoh 4.2.8. Jika (Z;.+.:) adalah near-ring, dimana terhadap operasi -
didefinisikan, .y = ¥ untuk setiap .. y € Z3, maka Zz adalah near-ring prima.
Bukti:

Misalkan . yeZ; dengan (u)(y)={0=.}, maka rye{(=.}. Mengingat =y =y,
maka ye{l)=,} sehingga {(=,} adalah ideal prima di Z, yang mengakibatkan Z
adalah near-ring prima.

Selanjutnya diberikan sifat yang menunjukkan hubungan antara near-ring
sederhana dan near-ring prima.
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Lemma 4.2.9[4]. Jika R adalah near-ring sederhana, maka /7 adalah near-ring
prima atau near-ring nol.

Bukti:

Misalkan i adalah near-ring sederhana dan 7t # {(1;;}. Akan dibuktikan Fi adalah
near-ring prima, yaitu {5} adalah ideal prima di £.

Diambil sebarang =.yel? dengan rg{ll;} dan ye{ly}, maka r # (0 dan
y # Ug, sehingga () dan {i} adalah ideal tidak nol di /Z. Mengingat /¢ adalah
near-ring sederhana, maka (.} = 7 dan {y) = R. Akibatnya {){iy) = RRZ{0z},
sehingga menurut Lemma 4.2.5 bagian 3, {0} adalah ideal prima, dengan kata
lain /2 adalah near-ring prima. m

Berikut diberikan sifat yang menunjukkan hubungan antara near-ring konstan
dan near-ring prima.

Lemma 4.2.10[4]. Jika I? adalah near-ring konstan, maka /i adalah near-ring
prima.

Bukti:

Misalkan I adalah near-ring konstan (/7 = /i.). Akan dibuktikan i adalah near-
ring prima, yaitu {(1;} adalah ideal prima di .

Diambil sebarang =.yef. dengan {&){y)"{0z}, maka rye{ly}. Mengingat
ry =y, maka ye{lz} sehingga {{); } adalah ideal prima di /7. m

Selanjutnya diberikan sifat yang menunjukkan hubungan antara ideal prima
dengan near-ring faktor.

Lemma 4.2.11[4]. Diberikan near-ring F. Ideal | adalah prima di 7 jika dan
hanya jika i/ T adalah near-ring prima.

Bukti:

(=) Misalkan | adalah ideal prima di /. Akan dibuktikan /?/I adalah near-ring
prima, yaitu {0} adalah ideal prima di 7/ 1.

Diambil sebarang =+ 1, y+ feR/I dengan (& —+ Iy + I'C{0z}, maka
(= + Ny + I)e{lx} sehingga (= + N)(y + 1) =y + [ =05 + I = ryel.
Mengingat | adalah ideal prima di 2, maka rel atau yel yang mengakibatkan
v+ I=0g+Tatauy+ [ =0g+ I, sehingga » + Ie{lp}atau iy + Fe{lp}.

Jadi {0} adalah ideal prima, dengan kata lain f2/T adalah near-ring prima.

(<) Misalkan #/7 adalah near-ring prima dalam arti {0} adalah ideal prima di
1t/ T. Akan dibuktikan | adalah ideal prima di 7.

Diambil sebarang ..yef dengan {ir}{y)Cl, maka ryel sehingga .y + 1 =
(x + I)(y + 1) =g + I yang mengakibatkan (. + I)(y + I)e{lg}.

Mengingat {0} adalah ideal prima di /z/7, maka . + {0z} atau y + I e{lp}.
Akibatnya, = + [ = 0z + I atau y + I =01z + [, sehingga el atau jyel, dengan
kata lain | adalah ideal prima di /. m

Berikut diberikan sifat yang menunjukkan hubungan antara ideal maksimal
dan ideal prima pada near-ring.
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Lemma 4.2.12[4]. Diberikan near-ring . Jika | adalah ideal maksimal di 7,
maka | adalah ideal prima atau f*CI.

Bukti:

Misalkan 1 ideal maksimal di 2. Akan dibuktikan I adalah ideal prima di 7 atau
RCI.

Mengingat | ideal maksimal di /7, maka menurut Lemma 4.1.5, [?/] adalah near-
ring sederhana, sehingga menurut Lemma 4.2.1, 1#/I adalah near-ring prima atau
near-ring nol /?/1 = {0;}. Selanjutnya, jika 7/I adalah near-ring prima, maka
menurut Lemma 4.2.12, | adalah ideal prima di /# atau jika /?/] = {0} maka
{r+1Ire R}={0z+ 1} ={I}, sehingga RF*CRCl. m

Secara umum kebalikan Lemma 4.2.12 tidak berlaku, karena ada {(z} adalah
ideal prima di near-ring (. +. -}, tetapi {0z} bukan ideal maksimal di Z, karena
ada 27 ideal di Z, dimana {0z }Z—27.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan maka dapat diambil kesimpulan bahwa
setiap ideal maksimal di near-ring adalah prima.
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