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ABSTRACT

A non-empty set is a module over a ring with a unit if it is a commutative group closed under scalar
multiplication which fulfils some axioms. Combining the module concept with the soft set produces
the soft module concept. This concept was introduced by Sun, Zhang, and Lui in 2008. A soft set
over a universal set is an ordered pair of a function and a parameter set. The function of the soft set
is a mapping from the parameter set into the power set of the universal set. If the universal set of
the soft set is a module and the image of the function which constructs the soft set is a submodule,
then the soft set is called a soft module. This research aimed to prove that each intersection, union,
direct sum, and product operation of some soft modules is a soft module and verify that the module
homomorphism composed with a soft module is a soft module. This research begins by proving the
properties of intersection, union, direct sums, and product operation on the soft module. This study
also proves the properties of the soft submodule. Furthermore, based on the properties of the soft
submodule, it is proven that the properties of the soft module are related to module homomorphism.
This research concludes that each of the results of some soft modules' intersection, union, direct
sum, and product operations are a soft module. Furthermore, it is also obtained that the module
homomorphism, which is composed of a soft module, is a soft module.

Keywords: Module theory, soft set, soft module, soft submodule.

ABSTRAK

Suatu himpunan tak kosong disebut modul atas suatu ring dengan elemen satuan jika himpunan
tersebut merupakan grup komutatif yang tertutup terhadap perkalian skalar dan memenuhi beberapa
aksioma. Kombinasi dari konsep modul dengan himpunan soft menghasilkan modul soft. Konsep
ini diperkenalkan oleh Sun, Zhang dan Lui pada tahun 2008. Himpunan soft atas suatu himpunan
semesta adalah pasangan berurut dari fungsi dan himpunan parameter. Fungsi dari himpunan soft
ini adalah pemetaaan dari himpunan parameter ke himpunan kuasa semesta. Jika himpunan semesta
dari himpunan soft ini merupakan suatu modul dan image dari fungsi yang membentuk himpunan
soft merupakan submodul, maka himpunan soft ini disebut modul soft. Penelitian ini bertujuan
untuk membuktikan hasil operasi irisan, operasi gabungan, jumlah langsung dan hasilkali dari
beberapa modul soft merupakan modul soft dan hasil dari homomorfisma modul yang
dikomposisikan dengan modul soft merupakan modul soft. Penelitian ini diawali dengan
membuktikan sifat operasi irisan, operasi gabungan, jumlah langsung, dan hasilkali pada modul
soft. Kemudian, penelitian ini membuktikan sifat pada submodul soft. Selanjutnya, berdasarkan
sifat dari submodul soft, dibuktikan sifat modul soft terkait dengan homomorfisma modul.
Kesimpulan dari penelitian ini adalah hasil dari operasi irisan, gabungan, jumlah langsung dan
hasilkali dari beberapa modul soft merupakan modul soft. Lebih lanjut, penelitian ini diperoleh juga
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bahwa hasil dari homomorfisma modul yang dikomposisikan dengan modul soft menghasilkan
modul soft.

Kata kunci : Teori modul, himpunan soft, modul soft, submodul soft.
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PENDAHULUAN

Pada saat ini, permasalahan pemodelan data yang tidak pasti dalam ilmu
ekonomi, ilmu sosial, ilmu lingkungan, teknik, kedokteran dan lain sebagainya
tidak dapat ditangani oleh metode klasik. Alat bantu matematika yang dapat
menyelesaikan masalah ketidakpastian salah satunya adalah teori probabilitas,
himpunan fuzzy, himpunan rough, dan ilmu matematika lainnya (Sun et al., 2008).
Pada tahun 1999, Molodtsov mengusulkan pendekatan baru, yaitu teori himpunan
soft. Himpunan soft digunakan untuk membantu permasalahan ketidakjelasan
karakteristik objek, dan permasalahan parameter yang beragam (Molodtsov, 1999).

Saat ini banyak peneliti yang mengembangkan konsep himpunan soft dengan
memadukan konsep pada bidang aljabar. Salah satunya adalah Sun, Zhang, & Lun
(2008) mengkolaborasikan antara modul dan himpunan soft yang disebut dengan
modul soft. Modul adalah bentuk perumuman dari ruang vektor di aljabar linier,
yakni himpunan skalar yang digunakan pada modul tidak selalu berupa lapangan
tetapi cukup ring dengan elemen satuan. Sedangkan modul soft adalah himpunan
soft dengan semestanya merupakan suatu modul dan hasil pemetaan berupa
submodul. Sejak dikenalkannya konsep modul soft, banyak peneliti yang tertarik
mengkaji mengenai modul soft, diantaranya adalah (Tlrkmen & Pancar, 2013),
(Xiang, 2013), (Yiicel et al., 2017), (Taouti et al., 2019). Selain itu, terdapat juga
penelitian yang mengkolaborasikan antara konsep modul soft dengan fuzzy, yang
dikenal dengan konsep submodul soft fuzzy, diantaranya adalah (Cigdem; Gunduz
& Bayramov, 2011), (Cigdem Gunduz & Bayramov, 2011), (Xiao et al., 2012).

Jika himpunan soft merupakan suatu modul soft tentu menimbulkan
pertanyaan, apakah hasil operasi irisan dan operasi gabungan dari dua atau lebih
modul soft merupakan suatu modul soft. Selain itu, jika didefinisikan jumlah
langsung dan hasilkali langsung pada modul soft, apakah hasil dari jumlah langsung
dan hasilkali langsung membentuk modul soft juga. Jika semesta dua modul soft
dihubungkan oleh suatu homomorfisma modul tentu menimbulkan pertanyaan
apakah pemetaan dari modul soft yang dikomposisikan dengan suatu
homomorfisma menghasilkan modul soft. Lebih lanjut bagaimanakah sifat-sifat
dari dua modul soft yang dihubungkan suatu homomorfisma modul.

186



Epsilon: Jurnal Matematika Murni dan Terapan No.16(2) Desember 2022
Ridha Mahmudah, Na’imah Hijriati — Sifat-Sifat Modul Soft

TINJAUAN PUSTAKA

Teori modul merupakan bentuk perumuman dari ruang vektor di aljabar
linier dengan skalar yang dipakai tidak harus sebuah lapangan cukup sebuah ring
dengan elemen satuan. Definisi modul adalah sebagai berikut.

Definisi 2.1(Adkins & Weintraub, 1992)

Diberikan sebarang ring R dengan elemen satuan 1 dan grup abelian M terhadap

operasi penjumalahan +

Grup abelian (M, +) disebut modul kiri atas ring R dengan elemen satuan jika

dilengkapi operasi perkalian skalar yang didefinisikan dengan
“:RXM->M,(a,m) » am

dan memenuhi aksioma

a) a- im+n)=a-m+a-n

b) (a+b)-m=a-m+b-m

c) (ab)-m=a - (b -m)

d 1-m=m

untuk setiap a, b € R dan untuk setiap m,n € M. Selanjutnya, modul kiri M atas

R dinotasikan dengan R-modul M.

Himpunan bagian dari modul M atas ring R dengan elemen satuan disebut
submodul M. Dengan definisi submodul sebagai berikut.
Definisi 2.2(Adkins & Weintraub, 1992)
Diberikan modul M atas ring R. Suatu himpunan bagian tak kosong N dari M
disebut submodul dari M jika N merupakan subgroup dari M terhadap operasi
penjumlahan, dan N merupakan modul atas R terhadap operasi perkalian skalar
yang sama dengan operasi perkalian skalar pada modul M atas R.

Himpunan soft pertama kali dikemukakan oleh Molodsov pada tahun 1999.
Definisi dari himpunan soft sebagai berikut.
Definisi 2.3 (Molodtsov, 1999)
Diberikan himpunan semesta U dan himpunan parameter A. Pasangan
(F, A) disebut himpunan soft atas himpunan U dengan

F:A- P(U)
merupakan suatu pemetaan dari A ke himpunan kuasa P (U).

Dalam sebuah himpunan terdapat himpunan bagian, dalam himpunan soft
juga terdapat himpunan bagian dengan definisi sebagai berikut.
Definisi 2.4 (Molodtsov, 1999)
Diberikan dua himpunan soft (F, A) dan (G, B) atas himpunan U. Himpunan soft
(F, A) disebut himpunan bagian dari (G, B) jika
1) A € B dan
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2) Untuk setiap x € A, F(x) = G(x)

dan dinotasikan dengan (F,A) € (G, B). Sebaliknya, (F, A) disebut superset soft
dari (G,B), jika (G,B) merupakan himpunan bagian soft dari (F,A), dan
dinotasikan dengan (F,A) 3 (G, B). Kemudian dua himpunan soft (F,A) dan
(G, B) atas himpunan U dikatakan sama jika (F, A) merupakan himpunan bagian
soft dari (G, B) dan (G, B) merupakan himpunan bagian soft dari (F, A).

Menurut Maji, Biswar, & Roy (2003) definisi operasi irisan dan operasi
gabungan pada himpunan soft sebagai berikut.

Definisi 2.5 (Maji et al., 2003)

Diberikan dua himpunan soft (F, A) dan (G, B) atas himpunan U.

1) Irisan dari (F, A) dan (G, B) adalah himpunan soft (H, C), dengan C = AN B
dan untuk setiap x € C, H(x) = F(x) atau G(x). Selanjutnya operasi irisan
dari (F, A) dan (G, B) dinotasikan dengan (F,A4) 0 (G,B) = (H,C).

2) Gabungan dari (F,A) dan (G,B) adalah himpunan soft (H,C), dengan
C = AU B dan untuk setiap x € C berlaku

F(x), untuk x < 0
flx) = G(x), untuk x = 0
F(x) U G(x), untuk x EANB

Operasi gabungan dari (F,A) dan (G,B) dinotasikan dengan
(F,A) T (G,B) = (H,0).

Definisi modul soft secara formal menurut Sun, Zhang, & Lui (2008)
sebagai berikut.
Definisi 2.6 (Sun et al., 2008)
Diberikan modul M atas ring R dengan elemen satuan. Himpunan soft (F, A) atas
modul M disebut modul soft atas M jika dan hanya jika F (x) merupakan submodul
di M untuk setiap x € A.
Contoh 2.7
Diberikan modul Z atas ring Z. Dua himpunan soft (F, A), dan (G, B) atas modul
Z, dengan A = 2N, B = 4N, F: A - P(Z), dan G: B — P(Z) merupakan fungsi
yang didefinisikan berturut-turut sebagai F(a) = aZ dan G(b) = bZ untuk setiap
a € A dan b € B. Karena aZ merupakan submodul dari Z untuk setiap a € A, dan
b = 2x € B untuk suatu x € A, sehingga berdasarkan Definisi 2.6, (F,A) dan
(G, B) merupakan modul soft atas Z.
Contoh 2.8

Diberikan modul M, (Z) atas ring Z, dan B = N. Didefinisikan G: B » P(M,(Z))

dengan
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untuk setiap x € B. Dapat ditunjukkan xM, (Z) merupakan submodul dari M,(Z).
Akibatya (G, B) merupakan modul soft atas M, (Z).

Pada teori modul terdapat jumlah langsung dari dua buah modul, pada
modul soft juga terdapat jumlah langsung pada definisi berikut.
Definisi 2.9 (Sun et al., 2008)
Diberikan (F,A) dan (G,B) merupakan dua modul soft atas modul M.
Penjumlahan (F,A) + (G,B) didefinisikan sebagai (H,A X B), dengan
H(x,y) = F(x) + G(y) untuk setiap (x,y) € (A X B).
Contoh 2.10
Diberikan himpunan soft (F,A) dan (G, B) yang didefinisikan pada Contoh 2.7.
Diperoleh (F,A) + (G,B) = (H,Ax B), dengan H(x,y) = (x + y)Z untuk
setiap (x,y) € (A X B).

Selain jumlah langsung juga ada hasil kali pada modul soft dengan definisi
hasilkali pada modul soft sebagai berikut.
Definisi 2.11 (Sun et al., 2008)]
Diberikan (F,A) merupakan modul soft atas modul M dan (G,B) merupakan
modul soft atas modul N. Hasil kali (F,A) X (G,B) = (H,A X B) dengan
H:A x B — P(M x N) didefinisikan sebagai H(x,y) = F(x) X G(y) untuk setiap
(x,y) € AXB.
Contoh 2.12
Diberikan himpunan soft (F, A) dan (G, B) yang didefinisikan berturut-turut pada
Contoh 2.7 dan Contoh 2.8. Diperoleh (F,A) x (G,B) = (H,A x B), dengan
H(x,y) = xZ X yM,(Z) untuk setiap (x,y) € (A X B).

Pada modul soft, subhimpunan dari modul soft dinamakan submodul soft
jika memenuhi definisi berikut.
Definisi 2.13 (Sun et al., 2008)
Diberikan dua modul soft (F, A) dan (G, B) atas modul M. Modul soft (G, B) atas
modul M merupakan submodul soft dari (F, A) jika
1)Bc A
2) G (x) merupakan submodul di F(x), untuk setiap x € B.
Dinotasikan dengan (G, B) < (F, A).
Contoh 2.14
Diberikan himpunan soft (F,A) dan (G, B) yang didefinisikan pada Contoh 2.7.
Karena B c A dan G(x) c F(x) untuk setiap x € B sedemikian sehingga G (x)
merupakan submodul dari F(x), akibatnya berdasarkan Definisi 2.13 diperoleh
(G,B) < (F,A).
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Pada modul soft terdapat suatu sifat yang disebut null modul soft dan
absolut modul soft, dengan definisi sebagai berikut.
Definisi 2.15 (Sun et al., 2008)
Diberikan modul soft (F, A) atas modul M, jika
1) Modul soft (F, A) dikatakan null modul soft atas modul M jika F (x) = 0 untuk
setiap a € A, dengan 0 merupakan elemen nol dari M.
2) Modul soft (F,A) disebut absolut modul soft atas modul M jika F(x) = M
untuk setiap x € A.

METODE PENELITIAN

Langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

a) Mempelajari tentang teori-teori pendukung, yaitu diantaranya adalah modul,
himpunan soft dan modul soft.

b) Menjelaskan definisi dan membuktikan operasi yang berlaku pada teori modul.

c) Menjelaskan definisi dari himpunan soft.

d) Menjelaskan definisi dan membuktikan operasi yang berlaku pada modul soft.

e) Menjelaskan definisi dan membuktikan sifat dan operasi yang berlaku pada
submodul soft.

f) Membuktikan sifat modul soft yang dikomposisikan dengan homomorfisma
modul.

g) Menuliskan semua hasil yang diperoleh dalam bentuk proposisi.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Dalam himpunan soft terdapat operasi irisan dan operasi gabungan yang
dinyatakan dalam Definisi 2.5. Jika semesta himpunan soft adalah sebuah modul
disebut modul soft. Hasil operasi irisan dan operasi gabungan dari dua modul soft
merupakan modul soft yang dibuktikan dalam proposisi berikut.

Proposisi 4.1

Diberikan dua modul soft (F, A) dan (G, B) atas modul M.

1) (F,A) 0 (G, B) merupakan modul soft atas modul M jika A N B # @.

2) (F,A) U (G, B) merupakan modul soft atas modul M jika A N B = @.

Bukti.

1) Berdasarkan Definisi 2.5(1), diketahui bahwa (F,A) N (G,B) = (H,C)
merupakan himpunan soft atas modul M, dengan C = An B dan H(x) = F(x)
atau H(x) = G(x) untuk setiap x € C. Diberikan sebarang x € C ,

a. Jika H(x) = F(x) dan diketahui F(x) merupakan submodul dari M maka
H (x) merupakan submodul dari M.

b. Jika H(x) = G(x) dan diketahui G(x) merupakan submodul dari M maka
H (x) merupakan submodul dari M.
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Berdasarkan (a) dan (b) terbukti bahwa H (x) merupakan submodul dari M untuk
setiap x € C. Dengan kata lain, berdasarkan Definisi 2.6 terbukti bahwa
(F,A) n (G, B) merupakan modul soft atas modul M.
2) Diketahui bahwa A N B = @ dan berdasarkan Definisi 2.5(2) (F,A4) U (G,B) =
(H, C) merupakan himpunan soft, dengan € = A U B dan
F(x), x€EA—-B
Hx) = {G(x), XEB—A
Diberikan sebarang x € C . Karena diketahui AN B = @ sehingga x € A — B
atau x € B — A. Jika x € A — B maka H(x) = F(x) merupakan submodul dari
M. Sedangkan jika x € B — A maka H(x) = G(x) merupakan submodul dari
M. Jadi H(x) merupakan submodul dari M untuk setiap x € C. Dengan kata
lain, berdasarkan Definisi 2.6, (F, A) U (G, B) merupakan modul soft atas M. m

Hasil operasi jumlahan dan jumlah langsung dari dua atau lebih modul
membentuk suatu modul (Dummit & Foote, 2004). Hal in juga berlaku pada konsep
modul soft yang ditunjukkan dalam Proposisi berikut.

Proposisi 4.2
Diberikan modul M atas ring R dengan elemen satuan. Jika (F,A) dan (G,B)
merupakan dua modul soft atas modul M maka (F,A) + (G, B) merupakan modul
soft atas M.
Bukti
Diketahui (F, A) dan (G, B) merupakan dua modul soft atas M.
Berdasarkan Definisi 2.6, F (x) dan G (y) merupakan submodul di M untuk setiap
x €A dan y € B. Diketahui berdasarkan Definisi 2.9, (F,A)+ (G,B)
didefinisikan sebagai (H,A X B), dengan H(x,y) = F(x) + G(y) untuk setiap
(x,y) € (A x B). Akan ditunjukkan (F, A) + (G, B) merupakan modul soft atas M.
Diberikan sebarang (x,y) € A x B. Karena F(x) dan G(y) adalah submodul dari
modul M sehingga berdasarkan Lemma 2.4 pada [2] diperoleh H(x,y) = F(x) +
G (y) merupakan submodul dari M. Akibatnya berdasarkan Definsi 2.6 (F,A) +
(G, B) merupakan modul soft atas modul M. m
Proposisi 4.3
Jika {(G;, B;)|i € N} merupakan koleksi tak kosong dari modul soft atas modul M
maka Y.i=,(G;, B;) untuk setiap n € N merupakan modul soft atas modul M.
Bukti
Berdasarkan  Definisi 2.9 Y“,(G;,B;) = (H,B; X B, X ...X B,) dengan
H(xq, xg, oo, xp) = G1(x1) + G (x3) + -+ + G (xy,) untuk setiap (xq x5, ..., xp) €
(B; X B, X ...x By) merupakan himpunan soft atas modul M. Untuk menunjukkan

*1(G;, B;) merupakan modul soft atas modul M dengan menggunakan induksi
matematika.
a) Untuk n = 2, berdasarkan Proposisi 4.2 terbukti bahwa

(G4, B1) + (G, By) merupakan modul soft atas modul M.

191



Epsilon: Jurnal Matematika Murni dan Terapan No.16(2) Desember 2022
Ridha Mahmudah, Na’imah Hijriati — Sifat-Sifat Modul Soft

b) Asumsikan benar untuk n = kyakni Y¥.(G;,B;) = (H,B; X By X ... X
By),dengan H(xq, X5, ..., xx) = G1(x1) + G(x3) + -+ G(x;) untuk setiap
(x1 X3, ..., x;) € (By X By X ... X By) merupakan modul soft atas modul M.

c) Akan ditunjukkan untuk n = k + 1 yakni ¥**(G;,B;) = (H,B; X B, X ... X
By X Byyq1) dengan  H(xq, X5, oo, Xiey Xpep1) = G(x1) + G(x3) + -+ G(xy) +
G(xg+1) untuk setiap (g X2, ..., Xg, Xg41) € (By X By X oo X By X Byyq)
merupakan modul soft atas modul M.

Berdasarkan asumsi, diketahui bahwa ¥ ,(G;,B;) = (H,B; X By X ... X By,)
merupakan modul soft atas modul M akibatnya berdasarkan Proposisi 4.2

k+1(G;, By) = Y% ,(G;, B;) + (Gys1, Bi+1) merupakan modul soft atas modul
M. Jadi terbukti bahwa ;7 ; (G;, B;) merupakan modul soft atas modul M untuk
setiapi € Nm.

Pada konsep modul, hasil kali dua modul merupakan suatu modul. Hal ini
juga berlaku pada modul soft yang ditunjukkan dalam proposisi berikut.
Proposisi 4.4
Diberikan modul M dan N atas ring R dengan elemen satuan. Jika (F,A) dan
(G,B) berturut-turut merupakan modul soft atas modul M dan N, maka
(F,A) x (G, B) merupakan modul soft atas modul M x N.
Bukti
Diberikan modul soft (F, A) atas modul M dan modul soft (G, B) atas modul N.
Berdasarkan Definisi 2.6, F (x) merupakan submodul di M untuk setiap x € A dan
G(y) merupakan submodul di N untuk setiap y € B. Diketahui berdasarkan
Definisi 2.11, (F, A) x (G, B) didefinisikan sebagai (H, A X B) dengan

H(x,y) = F(x) X G(y) untuk setiap (x,y) € A X B.
Diberikan sebarang (x,y) € AX B dengan x € A dan y € B. Karena F(x)
merupakan submodul di M dan G (y) merupakan submodul di N sehingga terdapat
Oy € F(x) dan Oy € G(y). Akibatnya (0, 0y) € F(x) X G(y) dengan kata lain
(x) X G(y) # @ . Diberikan sebarang x,r € F(x) dany,s € G(y), diketahui F (x)
merupakan submodul di M sehingga x — r € F(x)dan G (y) merupakan submodul
di N sehingga y — s € G(y) akibatnya
(x—ry—s)=0y)—(s) € F(x) xG().
a) Diberikan sebarang x € F(x), y € G(y) dan r € R sedemikian sehingga
r(x,y) = (rx,ry) € F(x) X G(y).

Berdasarkan (a) dan (b) akibatnya F(x) x G(y) submodul dari M x N. Karena
F(x) X G(y) submodul dari M x N, akibatnya berdasarkan Definisi 2.6,
(F,A) x (G, B) merupakan modul soft atas modul M X N. m
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Dalam modul soft juga terdapat himpunan bagian yang disebut submodul
soft. Pada submodul soft terdapat beberapa sifat yang ditunjukkan dalam proposisi
berikut.

Proposisi 4.5

Diberikan dua modul soft (F, A) dan (G, B) atas modul M. Jika G (x) € F(x) untuk

setiap x € B maka (G, B) merupakan submodul soft dari (F, A).

Bukti

Diberikan dua modul soft (F, A) dan (G, B) atas modul M.

1) Diketahui bahwa G(x) < F(x) untuk setiap x € B.
Andaikan x € B tetapi x & A, sedemikian sehingga F(x) tidak terdefinisi dan
G(x) € F(x). Ini bertentangan dengan yang diketahui. Akibatnya B c A dan
G(x) € F(x) untuk setiap x € B.

2) Karena diketahui G(x) € F(x) dan G(x),F(x) merupakan submodul,
akibatnya G (x) merupakan submodul F (x).

Berdasarkan (1) dan (2) dan Definisi 2.13 terbukti bahwa (G, B) merupakan

submodul soft dari (F,A). =

Hasil operasi irisan dari dua atau lebih dari submodul merupakan submodul,
tetapi gabungan dari dua submodul belum tentu merupakan submodul (Dummit &
Foote, 2004). Hal ini berlaku juga pada modul soft. Akan tetapi gabungan dari
beberapa modul soft merupakan modul soft, jika memenuhi syarat tertentuk yang
dinyatakan dalam proposisi berikut.

Proposisi 4.6

Diberikan modul soft (F,A) atas modul M. Jika {(G; B;)|i € N} merupakan
koleksi tak kosong dari semua submodul soft di (F, A) maka

1) Ni=,(G;, B;) merupakan submodul soft di (F, A) jika N}, B; # O.

2) U;e/(Gy, B;) merupakan submodul soft di (F, A) jika B; N B; = @ untuk setiap

i,j €N,i #].

Bukti

Diberikan modul soft (F, A) atas modul M. Diketahui {(G;, B;|i € N} merupakan

koleksi tak kosong dari semua submodul soft dari (F, A), berdasarkan Definisi 2.13

diperoleh, yakni B; c A dan G;(x) merupakan submodule di F(x)untuk setiap x €

B;dani € N.

1) Berdasarkan Definisi 2.5(1) diperoleh Ni~,(G;, B;) = (H,C) dengan C =

1 B;, untuk setiap x € C, H(x) = G;(x) untuk suatu i € {1,2, ..., n}. Untuk

menunjukkan NL,(G;, B;) = (H,C) merupakan submodul soft dari (F,A)
dengan menggunakan induksi matematika.

a) Untuk n = 2 berdasarkan Proposisi 4.1(1) diperoleh (G,,B;) N (G,,B;) =
(H, C) merupakan submodul soft dari (F,A) dengan C = B; N B,, yakni
untuk setiap x € C, H(x) = G,(x) atau H(x) = G,(x) merupakan
submodule dari F(x).
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b) Asumsikan benar bahwa untuk n =k, N ,(G;, B;) = (H,C) merupakan
submodul soft dari (F,A) dengan C = NX_, B;, yakni untuk setiap x € C,
H(x) = G;(x) merupakan submodul dari F(x) untuk suatu i € {1,2, ..., k}.

c) Akan ditunjukkan untuk n=k+1yakni NG, B;) = (H,C)
merupakan submodule soft dari (F,A) dengan € = N¥*'B; = NX,B; n
By.1. Berdasarkan asumsi N¥_,(G; B;) merupakan submodul soft dari
(F, A). Akibatnya berdasarkan Proposisi 4.1(1) diperoleh N¥*1(G;, B;) =
N¥ ,(Gi, B)) N (Gry1,Br+1) = (H,C) merupakan submodul soft dari
(F,A) dengan C = N1 B,.

Berdasarkan (a), (b), (c), dan diketahui bahwa B; < A akibatnya berdasarkan

Definisi 2.13, Ni-,(G;, B;) merupakan submodul soft di (F,A4) jika
‘B # 0.

2) Berdasarkan Definisi 2.5(2) diperoleh Uj-,(G;,B;) = (H,C) dengan C =
_1 B;. Untuk x € C, H(x) = G;(x) untuk setiap x € B; — U; B;, dengan i #

Ji dan i,j € N. Untuk menunjukkan U~ (G;, B;) merupakan submodul soft dari

(F, A) dengan menggunakan induksi matematika.

a) Untuk n = 2 berdasarkan Proposisi 4.1(2) diperoleh (G, B;) U (G,, B,) =
(H, C)dengan C = B; U B,dan

G(x), xX€B,—B
H ={c0y remn
Diketahui bahwa B; n B, = @, akibatnya x € B, — B, atau x € B, — B;
sehingga diperoleh H(x) = G;(x) atau H(x) = G,(x) merupakan
submodul soft dari (F, A).

b) Asumsikan benar untuk n = k yakni U¥_,(G;, B;) = (H,C) dengan C =
U¥_, B; merupakan submodul soft dari (F, 4), yakni untuk x € C, H(x) =
G;(x) merupakan submodul dari F(x) untuk setiap x € B; — U; B},
dengani # jdani,j € N.

c) Akan ditunjukkan untuk n = k + 1 yakni U¥*'(G;, B;,) = (H, C) dengan
C = U¥!B;, H(x) = G;(x) untuk setiap x € B; — U; B;, dengan i # j
dan i,j € N merupakan submodul soft dari (F,A). Berdasarkan asumsi
diketahui bahwa U¥_,(G;, B;) merupakan submodul soft dari (F,A),
sedemikian sehingga berdasarkan Proposisi 4.1(2) diperoleh

U1 (Gy, B) = UL1(Gi, B) U (Gry1, Biyr) = (H, 0),
dengan ¢ = U¥*! B; merupakan submodul soft dari (F, A).
Berdasarkan (a), (b), (c) dan diketahui B; c A, akibatnya berdasarkan Definisi
2.13, UL, (G;, B;) merupakan submodul soft dari (F, A)m.

Jika suatu homomorfisma modul dikaitkan dengan image dari modul soft
maka akan membentuk modul soft yang dinyatakan pada proposisi berikut.
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Proposisi 4.7
Jika diberikan dua modul soft (F,A) dan (G,B) atas modul M, dan misalkan
fiM - N merupakan homomorfisma modul. Didefinisikan (f(F),A) dan
(f (G), B) berturut turut, yakni f(F):A - P(N) dengan f(F)(a) == f(F(a)) =
{c e N|c = f(x),x € F(a)} maka (f (F),A) dan (f(G), B) merupakan modul soft
atas modul N.
Bukti
Diketahui f homomorfisma dari M ke N, dan (F, A) dan (G, B) merupakan modul
soft atas modul M. Diberikan sebarang a, b € A dengan a = b. Karena diketahui
F merupakan suatu pemetaan sehingga diperoleh F(a) = F(b). Lebih lanjut,
diketahui juga bahwa f merupakan suatu pemetaan dari M ke N akibatnya
f(F)(@) = f(F(@) = f(F(b)) = F(F)(b).
Jadi, terbukti bahwa f(F) terdefinisi dengan baik. Karena diketahui F(a)
merupakan subset di M akibatnya f (F(a)) merupakan subset di N untuk setiap
a € A. Jadi terbukti bahwa f(F): A - P(N) merupakan suatu pemetaan. Dengan
kata lain, (f(F), A) merupakan suatu himpunan soft.
Untuk menunjukkan (f (F), A) dan (f(G), B) merupakan modul soft atas modul N
cukup ditunjukkan f(F(a))dan f(G(b)) merupakan submodul dari modul N.
Karena F(a) dan G(b) merupakan submodul dari modul M dan berdasarkan
Teorema 3.1 pada [5] diperolen bahwa f(F(a))dan f(G(b)) merupakan
submodul di N. Akibatnya berdasarkan Definsi 2.6 diperoleh bahwa
(f(F),A) dan (f(G), B) merupakan modul soft atas modul N. m

Jika himpunan soft (G, B) merupakan submodul soft dari modul soft (F, A)
atas modul M dan terdapat homomorfisma modul dari M ke N maka berdasarkan
Proposisi 4.7 (f(G),B) dan (f(F),A) merupakan modul soft atas N. Karena
diketahui (G,B) merupakan submodul soft dari modul soft (F,A) akibatnya
(f(G),B) merupakan submodul soft dari (f(F),A) yang dinyatakan dalam
proposisi berikut.

Proposisi 4.1.8

Diberikan modul soft (F, A) dan (G, B) atas modul M dan homomorfisma modul
f:M — N atas ring R. Jika (G, B) < (F,A) maka (f(G),B) < (f(F),A).

Bukti

Diketahui bahwa (G, B) merupakan submodul dari (F, A). Berdasarkan Definisi
2.13 diperoleh bahwa B € A dan G(b) merupakan submodul dari F(b) untuk
setiap b € B. Diambil sebarang d € f(G(b)) dengan d = f(y), untuk suatuy €
G (b). Diketahui bahwa G (b) merupakan submodul dari F(b) untuk setiap b € B,
sehinggay € F(b). Akibatnyad = f(y),y € F(b).Olehkarenaitu, d € F(f(b)).
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Dengan kata lain, (G (b)) merupakan submodul dari £ (F (b)) untuk setiap b € B.
Berdasarkan Definsi 2.13, diperoleh (f(G),B) < (f(F),A). m

Jika f merupakan suatu homomorfisma dan F(x) = ker(f) maka
membentuk null modul soft dan jika f merupakan suatu epimorfisma dan F(x) =
M maka membentuk absolut modul soft yang dinyatakan pada proposisi berikut.
Proposisi 4.9
Diberikan modul M, N dan modul soft (F, A) atas modul M
1) Diberikan f: M — N merupakan suatu homomorfisma. Jika F(x) = Ker(f)

untuk setiap x € A, maka (f(F), A) merupakan null modul soft atas modul N.

2) Jika (F,A) merupakan absolut modul soft atas modul M
dan f:M — N merupakan suatu epimorfisma, maka (f(F),A) merupakan
absolut modul soft atas modul N.

Bukti

Diberikan modul soft (F, A) atas modul M, sehingga berdasarkan Definisi 2.6 F (x)

merupakan submodul di M.

1) Diketahui f suatu homomorfisma dari modul M ke N dan F(x) = ker (f)
untuk setiap x € A. Karena diketahui F(x) = ker(f) sedemikian sehingga

f(F(0) ={y € Nly = f(x),x € ker ()} = {y € Nly = 0} = {0},
Selanjutnya berdasarkan Definisi 2.15, diperoleh (f(F),A) merupakan null
modul soft atas modul N.

2) Diberikan f suatu epimorfisma dari modul M ke N. Diketahui bahwa
(F, A) merupakan absolut modul soft atas modul M, berdasarkan Definisi 2.15
diperoleh F(x) = M untuk setiap x € A. Diberikan sebarang x € A dengan
f(F(x)) ={y €Nly = f(x),x € F(x)}.

Karena diketahui f merupakan suatu epimorfisma ini berarti semua elemen di
N merupakan suatu image dari f. Dengan kata lain, f(M) = N. Akibatnya
f(F(x)) = f(M) = N untuk setiap x € A.

Berdasarkan Definisi 2.15 diperoleh (f (F), A) merupakan absolut modul soft

atas modul N. m

KESIMPULAN

Berdasarkan hasil dan pembahasan dari penelitian ini dapat disimpulkan

1. Operasi irisan, gabungan, jumlah langsung, dan hasilkali dua atau lebih dari
modul-modul soft merupakan modul soft.

2. Himpunan bagian soft dari modul soft merupakan submodul soft jika himpunan
pemetaan dari himpunan bagian soft tersebut merupakan submodul dari
himpunan pemetaan modul soft.

3. Operasi irisan, gabungan dari dua atau lebih dari submodul soft dalam suatu
modul soft merupakan submodul soft.
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4. Hasil dari homomorfisma modul yang dikomposisikan dengan modul soft
menghasilkan modul soft.

5. Diberikan homomorfisma modul f dari modul M ke N. Jika modul soft (F, A)
atas modul M didefinisikan dengan F(x) = ker (f), maka hasil dari komposisi
f dengan F merupakan null modul soft. Lebih lanjut, jika f merupakan
epimorfisma dan modul soft (F, A) atas modul M didefinisikan dengan F(x) =
M maka hasil dari komposisi f dengan F merupakan absolut modul soft.
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