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SYARAT BATAS SERAP PADA GELOMBANG AKUSTIK DUA
DIMENSI

Mohammad Mahfuzh Shiddiq

ABSTRACT

Acoustic wave equation with Dirichlet and Neumann boundary conditions cause
incident wave was perfectly reflected at edge. Thus, it is used absorbing boundary conditions
that produce no reflection. In this paper, we would like find approximation of absorbing
conditions that produce reflection coefficient as small as possible and smaller than those
obtained from Dirichlet and Neumann boundary conditions.
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1. PENDAHULUAN
Masalah persamaan gelombang biasanya diselesaikan dalam media tak
hingga. Akan tetapi keterbatasan perhitungan komputasi dalam menghitung hampiran
solusi persamaan beda hingga hanya dapat dilakukan dengan media berhingga
sehingga dibutuhkan sebuah batas untuk memperoleh sebuah model berhingga. Oleh
karena itu, dalam perhitungan solusi suatu persamaan diferensial parsial sering
dibutuhkan pengenalan batas buatan untuk membatasi daerah perhitungan.
Pada penelitian ini akan dibahas tentang masalah syarat batas pada persamaan
gelombang akustik yang berbentuk
1 =0
Eu“ U, —Uu, =

X

dengan domain hingga. Salah satu masalah pada perambatan gelombang akustik
adalah adanya pemantulan yang terjadi pada batas. Hal ini tidak sesuai dengan
keadaan sebenarnya dikarenakan ketakhinggaan media. Pemantulan pada batas ini
akan dikurangi atau bahkan dihilangkan pada model masalah perambatan gelombang
akustik. Jadi syarat batas yang akan dicari untuk menggantikannya adalah syarat
batas yang menunjukkan bahwa gelombang datang akan melewati atau diteruskan
ketika sampai pada batas.

2. SYARAT BATAS SERAP GELOMBANG AKUSTIK
2.1. Gelombang Akustik Satu Dimensi
Sebelum melihat persamaan gelombang dua dimensi akan ditinjau dulu
persamaan gelombang akustik satu dimensi yang diberikan dengan

10%u o
ca el @
untuk nilai —L <x<L,t>0. Adapun syarat batas yang diberikan adalah syarat
batas Dirichlet, yaitu
u(xL,t)=0 )

Ataupun juga syarat batas Neumann, yaitu
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ou(xL,t) 0

ox ©)
Kedua syarat batas di atas menghasilkan suatu pantulan gelombang pada batas-batas
domainnya. Hal ini dapat dilihat dengan mensubtitusikan solusi dari persamaan
gelombang (1), yaitu
U= ei(a;t—kx) +R ei(wt+kx) (4)
dengan R adalah koefisien pantul dan @ =kc adalah frekuensi sudut, disubtitusikan
pada syarat batas Dirichlet dan Neumann diatas menghasilkan |R| =1, yang

menunjukkan bahwa amplitudo gelombang balikan yang bergerak ke Kiri sama
dengan amplitude gelombang datang, dengan kata lain terjadi gelombang pantul pada
batas.

Pada kasus aplikasi nyata, kadang diperlukan untuk menghilangkan atau
mengurangi gelombang pantulan pada batas. Jadi dicari syarat batas yang
mengakibatkan nilai koefisien pantul R mendekati nol atau bahkan nol sehingga

gelombang pantul pada batas tidak terjadi. Oleh karena itu, dikenalkan syarat batas
sebagai berikut
lou(-Lt) au(-Lt)
c ot OX

-0 ()

dan
].8u(LJ)4_8u(LJ)
c ot OX
Syarat batas (5) dan (6) di atas dinamakan syarat batas serap. Jika dilihat dari
nilai koefisien pantul R, maka syarat batas serap (5) dan (6) menghasilkan
R=0yang menunjukkan kedua syarat batas tersebut menyebabkan gelombang
datang pada batas diteruskan melalui batas atau diserap pada batas sehingga tidak
terjadi gelombang pantul.

-0 (6)

2.2. Gelombang Akustik Dua Dimensi
Pada kasus dua dimensi, persamaan gelombang akustik dinyatakan dengan

2 2 2
10U (au+au}o )

cor |ad oy
dalam media yang dibatasi oleh D={(x,y,t)|-L<x<L0<y<M,(0<t<T}. Jika
syarat batas yang digunakan adalah syarat batas Dirichlet

u(+L,y,t)=0,  u(x,M,t)=0 (8)
ataupun syarat batas Neumann
au(* L, y,t)_0 63u(x,M,t)_O ©)
x oy

maka akan menghasilkan gelombang pantul yang kuat pada kedua batas-batasnya.
Misalkan solusi persamaan gelombang (7) yaitu
U= ei(a)t—kxcoseikysin 0) +R ei(a;t+kxcos€ikysin 0) (10)
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disubtitusikan pada syarat batas (8) dan (9) menghasilkan |R| = 1, yang berarti
terjadi pantulan di batas-batas.

Gambar 1. Gelombang Dua dimensi dengan syarat batas Diriclet

Oleh karena itu, dibutuhkan syarat batas yang tidak menghasilkan gelombang
pantul pada batas-batas yang ditentukan. Salah satu cara adalah dengan mencari
faktorisasi operasi diferensial pada persamaan (7). Salah satu faktorisasi tersebut
adalah

2 2 2 2
10 & au:Fa_u ou au}{lau ou au}_zau (11)

—_ — _ 0 —-—— - — - || —— —_— +_
c>at> ox* oy® |cot ox oy |cot o OXoy
Akan tetapi jika nilai @ pada solusi persamaan gelombang adalah nol maka

ou_ou 0

oy oxdy
Jadi dapat dikatakan bahwa jika nilai & mendekati nol maka syarat batas (5) dan (6)
dapat dipilih atau dipandang sebagai kasus satu dimensi.

Sedangkan untuk mencari nilai koefisien pantul pada faktorisasi ini,

persamaan (10) disubtitusikan pada syarat batas (6) menghasilkan

1-cosd
Rl[a] o 14cosd

Nilai R,(6) pada setiap sudut datang dapat dilihat dalam table 1.
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Tabel 1. Tabel Nilai Koefisien

P o Z z r oz

6 4 3 2

R,(0) 0 00718 0.01716 03333 1

R,(6) 0 00052 00294 00111 1
1

R{e,ﬁJ 0 0.0073 0 00572 1

Rs(e’;) 0 00192 0.0294 0.0000 1

Rs(@éj 0 0.0319 0.0616 0.0667 1

Berdasarkan nilai koefisien pantul R,(6) yang diperoleh, memotivasi untuk mencari

penurunan syarat batas untuk masalah ini sehingga diperoleh nilai koefisien pantul
lain yang rata-ratanya lebih rendah dengan sebelumnya pada setiap sudut datang.

Selanjutnya, ditinjau faktorisasi formal operator diferensial untuk persamaan
gelombang dua dimensi,

2 2 2
S e e 12)
c ot ox~ oy c ot c ot

1
Dengan K :(az%xz +8%y2)2 . Faktorisasi (12) memberikan ide untuk syarat

batas serap,

c ot
(EQJF Kju=0, X=L
c ot

Namun kedua syarat tersebut bergantung pada bilangan gelombang &, sehingga tidak

dapat digunakan dalam penggunaan praktis. Bentuk lain dari kedua syarat batas (13)
akan dicari sehingga dapat digunakan dalam penggunaan prakitis.
Jika ditinjau kembali penulisan K secara formal dari operator diferensial

sebagai berikut
_[ 6% o%u
(Yo i)

(EE—KJU:O, X=-L
(13)

1
2

Dan dimisalkan f adalah fungsi
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Flk,) = 1+
YOANT kx

Maka persamaan (13) menjadi

2 2
Oflou _a_‘;_l@_‘j:o, X=—L (14)
x\cot) o 2dy
dan
2 2
ﬁ(la_u) a_l:+la_l::0, x=L (15)
ox\cot) ox* 2oy

Nilai koefisien pantul pada syarat batas (14) dan (15) dapat dicari dengan
menggunakan rumusan

cos@—cosze—;sinze
R2(9):

cos«9+cosze+;sin20

Meskipun nilai koefisien pantul R,(8) yang dihasilkan lebih rendah daripada R, (#)

(lihat tabel 1), tapi belum bisa dibuatkan skema beda hingga. Selanjutnya, akan dicari
bentuk lain dari syarat batas (14) dan (15) yang mempunyai rata-rata lebih rendah
nilai koefisien pantulnya. Diketahui bahwa syarat batas (15) ekuivalen dengan

2 2
i(la_u}r@ lj + P19 lj =0 (16)
ox\c ot ) ox 1+p)oy

dengan p= c% =1 . Nilai koefisien pantul pada syarat batas (16) adalah
X

cos @ —cos® 6’—(pjsin2 6
1+p

R3(l9, p):

cos @ + cos? téh{szin2 6
1+p

Diketahui pula bahwa pada persamaan gelombang orde dua standar, syarat kestabilan
VVon-Neumann adalah

sehingga pada koefisien pantul R,(6, p), dapat dipakai nilai p sedemikian hingga syarat
kestabilan tersebut dipenuhi. Beberapa nilai koefisien pantul R,(#, p) dapat dilihat pada

tabel 1 di atas.

Syarat batas (16) akan lebih mudah dibuat dalam bentuk skema beda hingga
2

eksplisit jika bentuk Z_l; ditransformasi. Persamaan gelombang dua dimensi

memberikan
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ou_10%u o

ayz _E atz _6X2
Sehingga persamaan (16) menjadi
2 2 2 2
16u+8_lj+p18u+i28_121 =0, x=L 17
c oxot  ox coxot ¢ ot
atau
(12+ﬁ].(£§+3}1:o, x=L (18)
cot ox)\cot ox
Sedangkan dengan cara yang serupa didapatkan syarat batas untuk batas kiri dan
bawah, yaitu
18 _ 8y (2 _283, — = _
C5—5) Ca-m)u=o x=-1 (19)
18 _ 8y . (ed 8, = =
Ce-5) Cata)e y=M (20)

Gelomisang 20 dengan Sysrst Sstas Absorbs)

-10 D

Gambar 2. Gelombang Dua dimensi dengan syarat batas serap

2.3. Syarat Batas Serap (metode hampiran)
Misalkan persamaan gelombang akustik pada dua dimensi, seperti yang
didefinisikan sebelumnya, berbentuk

HEREEN
c? gt g e

Dan misalkan salah satu solusi persamaan gelombang tersebut adalah
gelombang yang merambat ke kanan yang diberikan dalam bentuk

w= Ez’lxc..lt—k:r cosf +kysin E}’ 0<8< ; (21)
Jika diberikan syarat batas yang mempertahankan = dengan bentuk
(£+ ik cos Hju =0 (22)
OX
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maka semua gelombang yang didefinisikan dalam (21) tidak mengahasilkan
pantulan. Akan tetapi menurut Enquist [1] syarat batas sempurna (22) tidak lokal
terhadap spasial dan waktu. Oleh karena itu, dibutuhkan hampiran lokal syarat batas
serap untuk syarat batas serap sempurna (22).

Tinjau kembali simbol dari syarat batas (22) yaitu

§+ikc039:§+ik\/l—sin29 (23)
X X

Dengan menggunakan hampiran deret Taylor untuk akar pangkat dua yaitu
V1-x =1+ O(xz) diperoleh,

£+ik\/l—sin2 =g+ik
OX OX

Dan mengingat bahwa ik = lia) berkaitan dengan 1% maka didapatkan hampiran
C

C
2.2, -

Meskipun nilai koefisien pantul ﬁl(e) menghasilkan koefisien pantul yang Kkecil,
namun akan dicari hampiran syarat batas serap yang mempunyai koefisien pantul
relatif lebih rendah dengan R(6).

Langkah yang diambil selanjutnya adalah menggunakan hampiran (deret

Taylor) untuk akar pangkat dua, yaitu \/1—x:1—%x2+0(x3), maka dari (23)

pertama syarat batas serap

menunjukkan bahwa
ﬁ+ik—1iksin2 %
OX 2
Hasil terakhir yang didapatkan selanjutnya dikalikan dengan ik, diperoleh
ikg—k2 +1kzsin2 %
OX 2
Sehingga diperoleh hampiran kedua syarat batas serap

2 2 2

Lo 12 127 @
coxot c° ot 20y

Nilai koefisien pantul dari hampiran kedua syarat batas serap ini adalah

_ cose—l+;sin20
R2(9)=

cos¢9+1—;sin29
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Tabel 2. Nilai Koefisien Pantul R

p 0 Z z . oz
6 4 3 2

R.(6) 0 00718 001716 0.3333 1
R,(6) 0 00052 00294 00111 1
R,(60) 0 00004 00051 00370 1

Nilai koefisien R,(#) dapat dilihat pada Tabel 2. Jika dilihat nilai koefisien pantul
ini, nilai rata-rata pada setiap sudut datang relative lebih rendah dari pada &, (&). Juga
dapat dilihat bahwa E,(#) bernilai sama dengan R,(f) .

Hampiran selanjutnya yang digunakan adalah hampiran Padé orde dua untuk
akar pangkat yaitu v1—x =1 —1—i5+ 0(]x|*). Menggunakan persamaan tersebut,

Z

maka dari persamaan (23) didapatkan
4~ — sin® 6+ 4ik — 3ik sin® 0
Hasil terakhir di atas dikalikan dengan — % sehingga diperoleh
28 1y .28 g3, 3.3 .02
k BI—I—4k sin E\'ax ik +4Lk sin® @ (26)
Jadi diperoleh hampiran ketiga syarat batas ketiga
[L - 1 ¢ 18 3198 ]u:ﬂ (27)

e Ax At 4 dxdy? o Ar? 4o drdy®

dengan nilai koefisien pantul

cozf-2 cos B min® ﬂ—1+§sin= g

ﬁa('g]: 1

cosf—->cosfzin® +1——zin® @
3 a

3. KESIMPULAN

Persamaan gelombang akustik akan menghasilkan pemantulan pada batas jika
menggunakan syarat batas Dirichlet dan Neumann. Oleh karena itu, dibuat syarat
batas serap pada masalah perambatan gelombang akustik yang menghilangkan
gelombang pantul pada batas, yaitu sebagai berikut

dulLyt) = AulLyt)
o tne g o

ALyt | #fulLy % ulLy.t)
St et =0 (29)

a® a? a?
St t(E)E=0 (30)
ot ae —aa]n = (31)

B 3 B B

E Bxaﬂr: _3axaa;.-= +:_5.:? _%%araa;.i]u =0 (32)
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Syarat batas (32) mempuyai rata-rata koefisien pantul yang relatif paling

kecil, tapi syarat batas serap (30) dengan nilai p = % menghasilkan syarat batas serap

sempurna dengan koefisien pantul nol dengan sudut pantul 45°.
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