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ABSTRAK

Bilangan Fibonacci didefinisikan sebagai barisan bilangan yang suku-
sukunya merupakan penjumlahan 2 suku sebelumnya. Binet pada tahun 1875
mengemukakan suatu formula F, yang mampu menghitung suku ke-n bilangan
tersebut lebih cepat tanpa harus menghitung ulang sebanyak n kali, yang
kemudian dikenal dengan formula atau rumus Binet. Tujuan dari penelitian ini
adalah mempelajari terbentuknya formula Binet, membentuk generalisasi dari
formula Binet pada bilangan Fibonacci berderajat-p, mencari jumlah n suku
pertama pada bilangan Fibonacci berderajat-p dengan pendekatan aljabar linear
khususnya penggunaan matriks.

Kata kunci: matriks Fibonacci, formula Binet, diagonalisasi, matriks
Vandermonde.

1. PENDAHULUAN
Bilangan Fibonacci dapat ditunjukkan sebagai barisan bilangan:
0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...
dengan F,=0, FR=1,...,F,,=F,,+F,, (1.1)
untuk n>0. Berikut diberikan formula Binet untuk menghitung suku ke-n dari
bilangan Fibonacci tersebut:

1 n_an
F, —E(& A ) (1.2)

dengan A, =%(1+ J5) =1.618... dan A, =%(1—\/§) =-0.618... .

Pada penelitian ini, penulis tertarik untuk mempelajari bagaimana
terbentuknya formula Binet dengan pendekatan aljabar linier, khususnya
menggunakan metode matriks. Selanjutnya, akan dibahas pula bagaimana
terbentuknya generalisasi dari bilangan Fibonacci yang disebut bilangan
Fibonacci berderajat-p dan bagaimana mencari jumlah n suku pertamanya.
Berikut diberikan definisi dari Generalisasi tersebut:

F,(nN=F,0-)+F,(n-p-1), (1.3)
untukp=0,1,2,3,...dan n> p+1
dengan kondisi F.QO=F,(Q2)=--=F,(p)=F,(p+1)=1.
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2. TINJAUN PUSTAKA
2.1. Matriks Vandermonde

Matriks Vandermonde dikenalkan oleh matematikawan Prancis bernama
Alexandre-Théophile VVandermonde pada tahun 1700. la merupakan salah satu
orang yang pertama menulis tentang sifat dasar dari determinan.

Dimisalkan V, merupakan matriks Vandermonde mxn yang ditunjukkan

sebagai berikut
[y n-1 2

Xl cee Xl Xl
X 5%
Vo= 1 o S (2.1)
X:1:11 o Xri—l Xpa 1
xMoox2 0 ox, 1

beberapa penulis kaaang-kadang mendefinisikan matriks Vandermonde sebagai
transpos dari persamaan (2.1). Matriks ini sering digunakan untuk membuktikan
beberapa pembuktian yang berkaitan dengan determinan matriks [5].

2.2. Bilangan Fibonacci

Bilangan Fibonacci berawal dari sebuah kasus yang dikemukakan oleh
seorang matematikawan Italia, Fibonacci, dalam bukunya yang berjudul Liber
Abaci. Kasus itu dijelaskan sebagai berikut: sepasang kelinci muda (jantan dan
betina) ditempatkan di suatu pulau. Diasumsikan bahwa kelinci tidak akan
melahirkan sebelum berumur 2 bulan. Kemudian, setelah berumur 2 bulan, setiap
pasang kelinci akan melahirkan sepasang kelinci setiap 1 bulan. Pertanyaannya,
berapa banyak pasang kelinci yang ada di sana setelah n bulan, jika diasumsikan
bahwa kelinci tidak akan pernah mati.

Definisi 2.2.1. [3]
Bilangan Fibonacci adalah bilangan yang dapat ditunjukkan oleh barisan:
0,1,1,2 3,5 8 13,21, 34,55, 89, 144, 233, ...

Didefinisikan sebagai barisan bilangan yang suku-sukunya merupakan
penjumlahan 2 suku sebelumnya. Dengan F, menyatakan suku ke-n dari bilangan
Fibonacci tersebut.
F.,=F.+F, untuk n>0,dengan: F, =0 dan F, =1.
2.3. Jumlah n Suku Pertama Bilangan Fibonacci

Pada suatu barisan, terdapat istilah deret yaitu untuk mencari jumlah n
suku pertama. Berikut diberikan tabel perbandingan antara barisan Fibonacci dan
Deret Fibonacci.
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Tabel 1. F, (Barisan Fibonacci) pada 10 suku pertama.

Fo F1 ) Fs Fs Fs Fs F7 Fs Fo F1o

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

Tabel 2. Sy(Deret Fibonacci) pada 10 suku pertama.

So St S; S3 S Ss Se Sy Sg So Sio

0 1 2 4 7 12 20 33 54 88 144

Jumlah n suku pertama bilangan Fibonacci dapat ditunjukkan dengan
identitas berikut: S, = F) + F, + F, +--+ F, = >_F, .[5]
n=0

2.4. Matriks Fibonacci
Berikut diberikan definisi dari matriks Fibonacci dan pangkat n dari
matriks Fibonacci tersebut.
Definisi 2.4.1. [6]
Matriks Q Fibonacci didefinisikan sebagai:

F, F 11
Q: = f
F F 10
dengan F, merupakan bilangan Fibonacci. Maka, pangkat n dari matriks Q

F

. - n I:n+1 n
Fibonacci, Q" = :
F, F._

n

2.5. Generalisasi Bilangan Fibonacci

Barisan bilangan Fibonacci dapat digeneralisasi menjadi suatu pola
bilangan baru, yang selanjutnya disebut bilangan Fibonacci berderajat-p. Berikut
diberikan definisi dari generalisasi bilangan Fibonacci tersebut.

Definisi 2.5.1. [5]
Generalisasi bilangan Fibonacci yang kemudian disebut dengan bilangan
Fibonacci berderajat p didefinisikan sebagai:
F.(M=F0-)+F,(n-p-1), untukn>p+1
dengan kondisi F (1) =F,(2)=---=F (p)=F,(p+1) =1
Jika dimisalkan p =1, maka barisan bilangan fibnacci berderajat-p ini merupakan

barisan Fibonacci yang dikenal sebelumnya. Berikut diberikan tabel mengenai
barisan dari generalisasi bilangan Fibonacci.

Tabel 3. Barisan bilangan Fibonacci berderajat 0 < p <4 dan n <13.

N [1]2]3]4]5]6] 7] 8] 9] 10] 11 | 12 | 13
Fo(n) | 1 | 2 | 4 | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096
Fi() | 1| 1235 |8 | 13| 21 | 34 | 55 | 89 | 144 | 233
Fon) [ 1| 1|12 3| 4] 6] 9 | 13| 19 | 28 | 41 | 60
Fan) | 1| 1| 1|12 | 3| 4] 5 | 7 |10 14 | 19 | 28
Fa)| 1| 1|21 1|23 4|56 | 8 | 11 | 15
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2.6. Generalisasi Matriks Fibonacci

Berdasarkan uraian yang telah dijelaskan sebelumnya mengenai matriks
Fibonacci, maka matriks tersebut dapat digeneralisasi berdasarkan definisi yang
ada. Berikut diberikan definisi dari generalisasi matriks Fibonacci.

Definisi 2.6.1. [6]
Generalisasi matriks dari generalisasi bilangan Fibonacci berderajat-p
(p=0,1,2,3,...) didefinisikan sebagai matriks Q, be_rorde (p+1)x(p+1) sebagai:

1 0 - 0 0 1
10 - 000
01 -~ 000
Qp:l...' AU
00 -~ 100
00 - 0 10

dan matriks Q, pangkat n didefinisikan sebagai Qj =[g;] dan
d; =F,(n+j—i-p) untuk j>2dan q;, =F, (n+2-1i) untuk j=1,

F,(n+1) F,(n-p+1) - F,(n-1) F,(n)
F,(n) F,(n-p) -~ F,(n-2) F,(n-1)
Q, = : : : : .
F,(n-p+2) F,(n-2p+2) -~ F,(n—-p) F,(n—-p+D)
_Fp(n—p+1) F,(n-2p+1) - F,(n-p-1) F,(n—p) |

3. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian bersifat studi literatur, yaitu
mengumpulkan, mempelajari dan memahami berbagai refrensi yang berkaitan
dengan aljabar linier matriks, matriks Fibonacci, formula Binet, dan generalisasi
pada bilangan Fibonacci, dilanjutkan dengan membuktikan beberapa teorema
yang diperlukan dan menyelesaikan contoh soal yang terkait.

4. HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. Proses Terbentuknya Formula Binet pada Bilangan Fibonacci

Berdasarkan definisi bilangan fibonacci, dapat dibentuk sistem persamaan
linier dengan 2 persamaan untuk n> 0, dan mengubahnya ke persamaan matriks

sebagai berikut:
I:n+2 _ 11 Fn+l
F..| |1 0|l F |’

s EARAE|
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=l 2l )
yBebtay

(4" =4,"),

n /ll /1
1 o 111
dengan A4, =§(1+ \/g) dan 4, =§(1—\/§) merupakan nilai eigen dari L 0}.

i(ﬂln —2,"), formula inilah disebut dengan

Karena 4, —A, =~/5 maka F, = NG

formula Binet.

4.2 Generalisasi Formula Binet pada Bilangan Fibonacci berderajat-p
Generalisasi matriks dari generalisasi bilangan Fibonacci berderajat-p

(p =0,123,. ) didefinisikan sebagai matriks Q, berorde (p+1)x(p+1) sebagai:

1 0 - 0 0 1]
10 - 000
01 - 0 00

Qp:'...' T
00 - 100
0 0 - 0 1 0]

dan matriks Q, pangkat n didefinisikan sebagai Qp =[q;] dan
d; =F,(n+j—i-p)untuk j>2dan g, =F,(n+2~i) untuk j=1,

F,(n+1) F,(n-p+1) - F,(n-1) F,(n)
F,(n) F,(n—p) -~ Fy(n-2) F,(n-1)
Q, = : : : : .
F,(n-p+2) F,(n-2p+2) -~ F,(n—-p) F,(n-p+D)
_Fp(n—p+1) F,(n-2p+1) - F,(n-p-1) F,(n-p) |
Lemma 4.2.1.

Persamaan karakteristik dari bilangan Fibonacci berderajat-p x** —x? -1=0
tidak memiliki akar kembar untuk p merupakan bilangan asli (p > 0).

Misal f (1) adalah karakteristik polinomial dari generalisasi matriks
Fibonacci Q,, maka f(4)= AP — 2P —1 dan persamaan karakteristiknya adalah
AP — 2P —1=0. Misalkan A, A I merupakan nilai eigen dari matriks Q,

, dari Lemma 3.2.1 dapat diketahui bahwa A,,4,,...,4,,, bukan merupakan akar

p+1

42



Jurnal Matematika Murni dan Terapan Vol. 6 No.1 Juni 2012: 38-46

kembar atau dapat dikatakan A,,4,,...,4,,, berbeda, sehingga Q, dapat
didiagonalisasi.

Dimisalkan V, merupakan matriks Vandermonde berorde (p+1)x(p+1)
yang ditunjukkan sebagai berikut

N
A
A, At Apa 1

| “7p+l p+1
Selanjutnya diberikan pula

_ﬂ{]+ p+l—i

lm p+1-i
2

ai=|". |,

n+p+1-i
_ﬁ’p+l

dan V' merupakan matriks yang diperoleh dari matriks V, dengan mengganti

kolom ke-j dengan matriks d, .

Teorema 4.2.2.
Jika F,(n) merupakan suku ke-n dari bilangan Fibonacci berderajat p, maka

~det(v)

q; = det(v,) dimana Qg =[q;] dan g; =F,(n+j—i—p) untuk j>2 dan
i, = F,(n+2-1i) untuk j=1.
Bukti:

Karena Q, dapat didiagonalisasi dan diasumsikan VdT merupakan matriks
invertibel, sehingga (\/dT)‘lQdeT =D, dengan D merupakan matriks diagonal
yang memuat nilai-nilai eigen Q,. Karena terbukti Q,V,' =V,'D, sehingga
benar bahwa terdapat matriks invertibel VdT sehingga, (\/dT)‘lQdeT =D, dan
berakibat Q,"V," =V, D". Dari hasil perhitungan QpV," =V, D", diperoleh
SPL berikut untuk mencari nilai g :

ﬂfqil +2’1p_1qi2 +"'+qi,p+1 :ﬂf+n+l_i

p+n+1-i

200y + A5G, + o+ Qips =45

ﬂgﬂqil + lgqu +oeeet qi,p+l = ﬂlgz‘ﬂ*i
Jadi, dengan menggunakan aturan Cramer, diperoleh nilai g;; sebagai berikut:
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~ det(\/j(”)
W det(v,)
untuk setiap j=12,...,p+1.m

Akibat langsung dari teorema tersebut, didapatkan suatu kesimpulan, Jika
F, (n) merupakan suku ke-n dari bilangan Fibonacci berderajat p, maka:

£ (m JetL?) _ dettv

’ det(v,)  det(V,) '
dengan i=2,j=1 atau i=1j=p+1. Persamaan inilah yang disebut
generalisasi dari formula Binet pada bilangan Fibonacci berderajat-p.

4.3. Jumlah n Suku Pertama dari Generalisasi Bilangan Fibonacci
Berderajat-p

Definisi 4.3.1.
Untuk p=>1, misal T =(t;) menujukkan matriks berorde (p+2)x(p+2)

dengan t,, =t,, =t,, =t, ,, =1, t;,;; =1 untuk 2<i < p+1 dan 0 untuk lainnya.

i+1,i

1 0 0 00 _ _
10 0

1 1 0 01 1
010 00

T = atau T =|0 Q :
0 0 1 00 : P
s I 0
00 - 010 - -

dengan ma_triks Q berukura;l (p+D)x(p+1) vyang telah didefinisikan

sebelumnya.
Diperoleh persamaan karakteristik matriks T adalah

(AP — AP —1)x (1 -1) =0, sehingga T dapat didiagonalisasi.

p

Definisi 4.3.2.
Matriks C, berorde (p+2)x(p + 2)yang ditunjukkan
i 1 0o - 0]
S, (n)

c,=[s,(n-) Q"

_S p (n - p) |
Dimana matriks Q telah didefinisikan sebelumnya.

Teorema 4.3.3.
Jika diberikan matriks T dan C, berukuran, maka untuk n>1,

C,=T"
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Dimisalkan matriks R dan D, masing-masing berorde (p+2)x(p+2)
sebagai berikut

1 0 0 - 0]

-1 2 A e A, 1 0 0

-1 A A e A 0 4 : 0
R=l. l: 2 ‘. fl , D=, : cp

1 A A e A 0 0 - A,,

1 1 1 ... 1

dengan A; merupakan nilai eigen dari matriks Q, untuk 1<i< p+1.
Selanjutnya, dengan mengunakan ekspansi kofaktor sepanjang baris
pertama, terlihat bahwa detR=detV,", dimana V, merupakan matriks

Vandermonde. Karena VdT merupakan matriks invertibel, sehingga R juga
invertibel. Kemudian, karena T dapat didiagonalisasikan maka dapat diasumsikan
R'TR=D,, dan terbukti TR=RD, maka pernyataan R‘TR=D, benar,
berakibat T"R = RD,'. Pada Teorema 3.3.3 telah terbukti bahwa T" =C_, maka
persamaan T"R = RD," dapat ditulis sebagai C,R = RD,".

Teorema 4.3.4.
Jika S (n) merupakan jumlah n suku pertama dari generalisasi bilangan

Fibonacci berderajat p, maka
S,(N)=F,(n+p+1)-1.
Bukti:
Diketahui dari hasil perkalian matriks antara matriks C, dan R bahwa
(C,R),, =-1, sehingga dapat dibentuk persamaan berikut

Sp(n)—LZp:Fp(nJrl—i)J:—l .

Selanjutnya, persamaan tersebut dapat ditulis sebagai berikut:
S,(nN)-F,(n+p+1)=-1.

Jadi Sp(n):zn:Fp(i): F,(n+p+)-1. m

5. KESIMPULAN
1. Proses terbentuknya formula Binet pada bilangan Fibonacci dengan metode
matriks yaitu:
(a). Membentuk dua persamaan linear berdasarkan definisi bilangan Fibonacci
dan mengubahnya ke persamaan matriks, sehingga diperoleh persamaan
umum:
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I:n+1 _ nl 1.1
=)ol .

(b). Menghitung Q" dengan menggunakan matriks D yang merupakan

matriks diagonal yang memuat nilai-nilai eigen dari matriks Q dan
matriks S yang merupakan matriks yang kolom-kolomnya merupakan
vektor-vektor eigen dari Q. Sehingga diperoleh:

Q" =SD"s™. (4.2)
(c). Mensubstitusi persamaan (4.2) ke persamaan (4.1) sehingga terbentuk
formula Binet:

1 an_ g _1 _1a
Fnzﬁ(ﬂ1 —1,"), dengan 21_2(1+\/§) dan /12_2(1 J5).

2. Berikut generalisasi dari formula Binet pada bilangan Fibonacci berderajat-p:
@y det(v
Fp (n) — det(\/l ) — (VP+1 ’
det(V,)  det(V,)
dengan i=2, j=1 atau i=1 j=p+1 dan V" merupakan matriks yang
diperoleh dari matriks Vandermonde, dengan mengganti kolom ke-j dengan

/111-%— p+1-i

n+p+1-i
2

matriks d, =

n+p+1-i
ﬂ’p+1

3. Jumlah n suku pertama pada bilangan Fibonacci berderajat-p dinyatakan
dengan formula berikut: S, (n) =F,(n+p+1)-1.
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