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ABSTRACT

Fuzzy semirings are one of the results of a combination of semirings and fuzzy sets. Semiring is one
of the extensions of the ring. The cross product of two or more semirings gives a semiring. We are
motivated to conduct cross-product research on fuzzy semiring based on the condition of cross-
product semiring. This paper introduces the direct product of two (more) w — fuzzy subsemirings.
In addition, we investigate the relationship between the cross product of two (more) w —fuzzy
subsemirings and the cross product of two (more) level subsets that are subsemiring.
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ABSTRAK

Semiring fuzzy merupakan salah satu hasil perpaduan antara semiring dengan himpunan fuzzy.
Semiring merupakan salah satu perluasan dari ring. Hasil kali silang dari dua atau lebih semiring
menghasilkan semiring. Berdasarkan kondisi hasil kali silang pada semiring, kami termotivasi untuk
melakukan penelitian hasil kali silang pada semiring fuzzy. Pada paper ini, kami memperkenalkan
hasil kali langsung dari dua (lebih) w — subsemiring fuzzy. Selain itu, kami menyelidiki keterkaitan
hasil kali silang dua (lebih) w — subsemiring fuzzy dengan hasil kali silang dua (lebih) level subset
merupakan suatu subsemiring.
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PENDAHULUAN

Konsep grup fuzzy pertama kali dikemukakan oleh Rosenfeld (1971). la
menggabungkan teori grup dengan himpunan fuzzy yang diperkenalkan oleh Zadeh
(1965). Dari penelitian ini, memberikan banyak ide bagi penelitian berikutnya,
diantaranya Abdurrahman (2020a, 2022, 2023) mengkaji interior subgrup w —
fuzzy, (A, n] —subgrup fuzzy, dan hasil kali ideal semiring fuzzy; Abdurrahman, dkk.
(2021) mengkaji operasi pada matriks yang elemen matriksnya pada interval tutup
[0,1]; Dib, dkk. (1991) mengkaji produk kartesius, relasi fuzzy dan fungsi fuzzy;
Ersoy, dkk. (2002) mengkaji produk kartesius ideal prima fuzzy, Hemabala, dkk..
(2020) mengkaji produk kartesius multi L — ideal fuzzy, Sharma (2013) mengkaji
a —subgrup fuzzy, dan Yetkin, dkk. (2011) mengkaji hasil kali langsung grup fuzzy
dan ring fuzzy.
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Semiring fuzzy merupakan salah satu topik penelitian yang dimotivasi
penelitian Rosenfeld (1971). Semiring merupakan salah satu perluasan dari ring,
dengan cara menghilangkan aksioma invers pada operasi pertama. Dengan tidak
adanya aksioma invers pada struktur semiring, sehingga pada struktur semiring
fuzzy memunculkan suatu masalah untuk nilai keanggotaan elemen identitas seperti
yang disajikan pada penelitian Abdurrahman (2020°, 2022a). Hal ini, yang
memotivasi penulis untuk melakukan penelitian pada struktur semiring.

Penelitian yang kami lakukan termotivasi oleh penelitian Sharma (2013) dan
Abdurrahman (2020c, 2020b, 2023), yaitu mengkaji hasil kali dari w — subsemiring
fuzzy. Sifat — sifat yang dihasilkan oleh Abdurrahman (2020b), merupakan dasar
kami dalam mengkontruksi hasil kali silang w — subsemiring fuzzy. Sifat yang akan
dikaji pada paper ini, meliputi hasil kali silang dari dua (lebih) w — subsemiring
fuzzy. Selain itu, kami akan meyelidiki hasil kali silang dua (lebih) suatu level
subset yang dikaitkan dengan hasil kali silang w — subsemiring fuzzy.

TINJAUAN PUSTAKA

Semiring merupakan salah satu perluasan dari ring, dengan menghilangkan
aksioma invers pada operasi pertama. Menurut Ahsan et al (2012) dan Golan
(2003), himpunan tak kosong X disebut semiring jika pada K dilengkapi dua
operasi biner penjumlahan " + " dan perkalian " - " sedemikian sehingga (%, +)
adalah semigrup abelian dengan elemen netral 04, (¥,-) adalah semigrup (tidak
harus komutatif), dan berlaku sifat distributif Kiri dan kanan operasi perkalian
terhadap operasi penjumlahan. Mengingat semiring K memuat 04, maka dan a -
05 = 04 - a = 04 untuk setiap a € K.

Selanjutnya, Zadeh (1965) mendefinisikan subset fuzzy sebagai suatu fungsi
dari suatu himpunan tidak kosong X ke interval tutup [0, 1]. Koleksi dari semua
subset fuzzy dari X, dinotasikan dengan F (X).

Definisi 2.1. (Mordeson & Bhutani, 2005) Misalkan n € F(X) dan c € [0,1].
Level subset dari n, dinotasikan n., yang didefinisikan oleh

c¥{zeX|n(z) =cl.

Berikut kami sajikan definisi hasil kali silang dari dua subset pada suatu
himpunan tidak kosong, subsemiring fuzzy, dan w — subsemiring fuzzy. Pada
definisi hasil kali silang dua subset fuzzy, kami menggunakan notasi "a A b", yang
artinya nilai minimum dari a dan b.

Definisi 2.2. (Abdurrahman, 2023) Misalkan n, o € F(X). Hasil kali silang dari
n dan o, dinotasikan 1 X g, yaitu n X a(a,x) ¥ n(a) Aa(x) untuk setiap
(a,x) EX xX.
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Definisi 2.3. (Ahsan et al., 2012) Subset fuzzy n dari semiring X disebut
subsemiring fuzzy dari X jika dan hanya jika

n(a+ x) = n(a) An(x) dann(ax) = n(a) An(x)
untuk setiap a, x € K.

Definisi 2.4. (Abdurrahman, 2020a, 2020c) Misalkan n € F(X) dan w € [0, 1].
Didefinisikan suatu subset fuzzy n® dari X, yaitu n® (a) £ n(a) A w untuk setiap
a€X.

Definisi 2.5. (Abdurrahman, 2020c) Subset fuzzy n dari semiring X disebut
w — subsemiring fuzzy dari K jika dan hanya jika n® adalah subsemiring fuzzy
dari K.

METODE PENELITIAN

Penelitian yang kami laksanakan, merupakan kajian teori yang merujuk pada
referensi terkait semiring, subset fuzzy, subsemiring fuzzy, hasil kali silang subset
fuzzy ataupun referensi lainnya yang terkait dengan topik yang kami angkat. Untuk
mengkaji sifat hasil kali silang w — subsemiring fuzzy dan hasil kali silang dua
(lebih) suatu level subset yang dikaitkan dengan hasil kali silang w — subsemiring
fuzzy, kami kontruksi sifat terkait dengan cara menginduksi dari penelitian
Abdurrahman (2020b, 2023). Dari sifat yang kami buat, kami buktikan
kevalidannya dengan mempertimbangkan asumsi ataupun definisi terkait yang
disajikan pada bagian Tinjauan Pustaka.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Berikut ini, diberikan karakterisasi hasil kali silang dari dua atau lebih w —
subsemiring fuzzy yang disajikan dalam bentuk proposisi ataupun akibat.

Proposisi 4.1. Misalkan n dan ¢ adalah subsemiring fuzzy dari semiring &, maka
n X o adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring K X X.

Bukti:
Misalkan n dan ¢ adalah subsemiring fuzzy dari semiring %, berarti berdasarkan
Definisi 2.3 dan Definisi 2.4, untuk setiap (a, z), (c,w) € K x X, dipenuhi kondisi
berikut:

(n xa)*[(a,z) + (c,w)] =mxa)[(a+cz+w)]
=nxola+c,z+w)A\w
= (n(a+c)/\a(z+w))/\w
> (n(a) A n(c)) A (a(z) A a(w)) Aw
= (n(a) A o(z)) A (n(c) A a(w)) Aw
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=nXxXalaz)Anxo(lc,w)Aw
=mxola,z)Aw)A( Xalc,w) Aw)
=M% 0)?(az)A(n%xa)(c,w)

dan

(n x 0)*[(a,2)(c,w)] = (n x 0)®[(ac,zw)]
=nxo(ac,zw) Aw
= (n(ac) A a(zw)) Aw
> (n(a) A n(c)) A (a(z) A a(w)) Aw
= (r](a) A a(z)) A (n(c) A a(w)) Aw
=nxo(az)AnxXolc,w)A\w
=(mxola,z)Aw)A( Xalc,w) Aw)
=M x0)®(az) A xa)(c,w).
Jadi, (n x 0)® adalah subsemiring fuzzy dari semiring K x K. Dengan kata lain,
n X o adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring X X K. =
Kondisi n dan o adalah subsemiring fuzzy dari semiring X, pada Proposisi
4.1, mengakibatkan akan selalu berlaku n x ¢ adalah w — subsemiring fuzzy dari
semiring K x K. Berdasarkan penelitian Abdurrahman (2020c), kebalikannya
tidak selalu berlaku. Oleh karena itu, pada proposisi berikut diberikan syarat agar
kebalikan dari Proposisi 4.1 akan berlaku.

Proposisi 4.2 Diberikan semiring X dann, o € F(X). Jika

A(a,x)e?(x?Cn xo(a,x) = w,

maka n X o adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring K x X.

Bukti:
Misalkan A¢g xyexxx 1 X o(a, x) = w, berarti

w=nxolax)\w

untuk setiap (a,x) € K x K. Oleh karena itu, untuk setiap (a, x), (c,z) € X X K
dipenuhi kondisi:

(n x a)*[(a,x) + (c,2)] =M xo0)?[(a+cz+w)]
=nxola+c,z+w)Aw
=w
=wAw
=(mxala,x) Aw)AN(mxa(c,z)Aw)
=mx0)(az)A(n*x0)?(c,w)

dan

(n x 0)*[(a,z)(c,w)] = (n x 0)*[(ac, zw)]

=nxo(ac,zw) Aw
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=w
=wAw

=mxala,x) Aw)A(n X a(c,z)Aw)
=M xo)?(az)AN@%xa)?(c,w).

Jadi, (n x 0)® adalah subsemiring fuzzy dari semiring X x K. Dengan kata lain,
n X o adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring X X XK. m

Proposisi 4.3. Misalkan n dan o adalah subsemiring fuzzy dari semiring &, maka
n® x o® adalah subsemiring fuzzy dari semiring X x X.

Bukti:

Untuk membuktikan n® x ¢® adalah subsemiring fuzzy dari semiring K X X,
berdasarkan Proposisi 4.1, cukup ditunjukkan (n X ¢)® = n® x ¢®. Selanjutnya,
untuk setiap (a,z) € X x X, berlaku:

mMxo)?(az) =nxo(az) \w
=n@)rho(z)A\w
= m(@) Aw) A (0(2) A w)
=n*(@ Ao®(2)
=n® x o%(a,z).
Jadi, (X a)? =n“ X c®. m

Berdasarkan kondisi Proposisi 4.3 dan Corollary 1 (Abdurrahman, 2023),
kami perumum untuk n buah subsemiring fuzzy n,, n,, -++, dan n,, dari semiring X
sedemikian sehingga

(M1 X M X XMp)® =0 X 0 X X7,

adalah subsemiring fuzzy dari semiring K x & x --- X X, seperti yang disajikan
n faktor

pada akibat berikut ini.

Akibat 4.4. Misalkan n, 5, -+, dan n,, adalah subsemiring fuzzy dari semiring %,

maka N1 X My X -+ X1, adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring
KXKX--xXK.
n faktor
Bukti:
Misalkan n,, n,, -+, dan n, adalah subsemiring fuzzy dari semiring ¥. Akan
dibuktikan N1 X 1My X -+ X 1, adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring
K X I x - x K. Untuk membuktikann; X n, X --+ X n,, adalah w — subsemiring
n faktor
fuzzy dari semiring K X K X --- X K, cukup dibuktikann{’ x n% X --- X n® adalah
n faktor
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subsemiring fuzzy dari semiring K X K X --- X K. Pembuktian, akan digunakan
n faktor

induksi matematika untuk setiap bilangan asli n > 2.

Untuk n = 2, menurut Proposisi 4.3, diperoleh n{’ x n$ adalah subsemiring fuzzy
dari semiring K x X.

Untuk n = k, diasumsikan n{ xn$ x ---xny adalah subsemiring fuzzy dari

semiring K x K x ---x K. Akan dibuktikan untuk n =k + 1, n{ xn9 x--- X
k faktor

Ny X Ny, adalah subsemiring fuzzy dari semiring I x K X --- X K. Mengingat

k+1 faktor

ny xng x--xny danny,, berturut-turut adalah adalah subsemiring fuzzy dari

semiring X X K x .- X K dan K. Berdasarkan Proposisi 4.3, diperoleh n{ x
k faktor

Ny X - Xnp X ny,, adalah subsemiring fuzzy dari semiring 7 X K X -+ X K.
k+1 faktor

Jadi, ny x ng x -+ x n adalah subsemiring fuzzy dari semiring X X & X -+ X K.
n faktor

Dengan kata lain, n; X n, X -+ X n,, adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring
KXKX-XK. m

n faktor

Proposisi 4.5. Misalkan n dan ¢ adalah subsemiring fuzzy dari semiring K maka
n X ¢ adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring K x K jika dan hanya jika level
subset tak kosong (n® x o), adalah subsemiring dari semiring & X X, untuk
setiap s € [0, 1].

Bukti:

Misalkan n X ¢ adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring X X X, berarti
menurut Proposisi 4.3, n® x ¢ adalah subsemiring fuzzy dari semiring & X XK.
Oleh karena itu, untuk setiap  (a, x), (c,z) € (n® x a®), dipenuhi kondisi

n® xo®(a,x) =sdann® x a®(c,z) = s.
Akibatnya,
n® x o®[(a,x) + (¢,2)] =2 n® x 6®(a,x) An® x0®(c,z) = s
dan
n® x a®[(a,x)(c,z)] 2 n® xa®(a,x) An® xa“(c,z) = s
Oleh karena itu,

(a,x) + (c,z) € (m® x 0®)sdan (a,x)(c,z) € (M® X ®);.
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Dengan kata lain, level subset (n® x ¢“), adalah subsemiring dari semiring
K xJ¥, untuk setiap se€[0,1]. Sebaliknya, diambil sebarang
(a,x),(c,z) € X x K. Mengingat n® x ¢“ adalah subset fuzzy dari K x ¥,
berarti terdapat s;,s, € [0,1] sedemikian sehingga n® X d®(a,x) =s; dan
n® x o“(c,z) = s,. Misalkan s, = s; A s,. Akibatnya,

n® xo“(a,x) = s, dann® x a®(c,z) = s,.

Dengan kata lain,
(a,x) € (M® X %), dan (c,z) € M X 7).

Mengingat, (n® X o), adalah subsemiring dari semiring K x ¥, untuk setiap
€ [0, 1], berarti dipenuhi kondisi

(a,x) + (c,z) € (M® X ), dan (a,x)(c,z) € (M® X 0¥)s,.
Oleh karena itu,
n® x o®[(a,x) + (¢c,2)] = sy =n® xa®(a,x) An® x a®(c, z)
dan
n® xo®[(a,x)(c,2)] =s,=n®x%xd?°(ax) An® xa®(c, z).
Jadi, n® x o® adalah subsemiring fuzzy dari semiring X X K. m

Berdasarkan Kondisi Proposisi 4.5, kami perumum untuk subsemiring fuzzy
N1, N2, =, dan n, dari semiring X X K X --- X &, seperti disajikan pada Akibat

n faktor

4.6.

Akibat 4.6. Misalkan n,, n,, -+, dan n,, adalah subsemiring fuzzy dari semiring K
maka n; Xn, X--xXmn, adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring

K XK x-x XK jika dan hanya jika level subset tak kosong (n{ X n% X -+ x
n faktor

n%®), adalah subsemiring dari semiring % x & X --+ X K, untuk setiap s € [0, 1].

n faktor

Proposisi 4.7. Misalkan n dan o adalah subsemiring fuzzy dari semiring K maka
n® x o® adalah subsemiring fuzzy dari semiring K x X jika dan hanya jika level
subset tak kosong (n®)s X (6®), adalah subsemiring dari semiring & x X, untuk
setiap s € [0, 1].

Bukti:
Untuk membuktikan kevalidan Proposisi 4.7, dengan menggunakan Proposisi 4.5
cukup dibuktikan bahwa

(m® xa?)s = M®)s X (6°)s.
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Selanjutnya,

(n® x %), ={(a,x) € K XK |n®xoc%@a,x)=s}
={(a,x) € K XK |n®(a)Ac®(x) = s}
={(a,x) € XK xK|n®(a) =s,0%x) = s}
={(a,x) € K XK |a€®?®)sx € (%)}
= (U“))s X (Gw)s-.

Analog dengan kondisi Akibat 4.6, diperoleh akibat berikut ini.

Akibat 4.8. Misalkan n4, n,, -+, dan n,, adalah subsemiring fuzzy dariX maka

1Ny X My X -+ X 1, adalah w — subsemiring fuzzy dari semiring KX X K X -+ X K
n faktor

jika dan hanya jika level subset tak kosong (n5°)s X (n5)s X -+ X (n®), adalah

subsemiring dari semiring X X K X --- X K, untuk setiap s € [0, 1].
n faktor

KESIMPULAN

Simpulan yang dihasilkan dari pembahasan adalah hasil kali silang dari dua
atau lebih w — subsemiring fuzzy adalah w — subsemiring fuzzy. Selain itu, hasil
kali silang dari dua atau lebih w — subsemiring fuzzy menetukan terbentuknya hasil
kali silang dua atau lebih suatu level subset merupakan suatu subsemiring.
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