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ABSTRACT

A fuzzy set is a concept theory that provide a solution of problem that cannot be explained by crisp
set. Along with time, research of a fuzzy set are combined with algebra that produce fuzzy algebra.
One of the research is a fuzzy subgroup and fuzzy level subset. The other research is an anti fuzzy
subgroup that is inspired by a fuzzy subgroup. The purpose of this research is to write further study
of anti fuzzy subgroup properties by induction of properties of fuzzy algebra such as fuzzy set, fuzzy
subgroup, and anti fuzzy subgroup. The research procedure is to study the basic concept of fuzzy
set, fuzzy subgroup, and anti fuzzy subgroup. Using that concept to proof the properties of the anti
fuzzy subgroup. The conclusions are in the anti fuzzy subgroup, set N, with o anti fuzzy subgroup
is a subgroup of a group N that can be applied to complement of ¢ and normal anti fuzzy subgroup
closely related to anti fuzzy left coset, right coset, and middle coset.

Keywords : Group, Subgroup, Coset, Fuzzy Subgroup, Anti Fuzzy Subgroup.

ABSTRAK

Himpunan fuzzy adalah konsep dimana menyajikan suatu permasalahan yang tidak bisa ditentukan
oleh himpunan tegas. Seiring berjalannya waktu, penelitian konsep himpunan fuzzy dipadukan
dengan konsep aljabar yang menghasilkan aljabar fuzzy. Salah satu penelitian dari aljabar fuzzy
adalah subgrup fuzzy dan level subset fuzzy. Penelitian lainnya adalah anti subgrup fuzzy yang
terinspirasi dari subgrup fuzzy. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji lebih jauh sifat-sifat anti
subgrup fuzzy dengan menginduksi sifat-sifat yang ada pada penelitian di aljabar fuzzy seperti
himpunan fuzzy, subgrup fuzzy, dan anti subgrup fuzzy. Prosedur penelitian ini adalah dengan
mengkaji konsep-konsep dasar penelitian yang ada pada himpunan fuzzy, subgrup fuzzy, dan anti
subgrup fuzzy. Maka dari itu dengan memakai konsep tersebut dibuktikanlah sifat-sifat dari anti
subgrup fuzzy. Hasil penelitian pada anti subgrup fuzzy adalah himpunan N, dengan ¢ anti subgrup
fuzzy adalah subgrup dari grup N berlaku juga untuk ¢ komplemennya dan subgrup normal anti
fuzzy berkaitan erat dengan koset kiri, kanan, dan tengah anti fuzzy.

Kata kunci: Grup, Subgrup, Koset, Subgrup Fuzzy, Anti Subgrup Fuzzy
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PENDAHULUAN
Matematika adalah dasar dari ilmu sains. Secara keseluruhan di kehidupan
sehari-hari akan ditemukan berbagai hal yang berkaitan dengan matematika. Salah
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satu bidang kajian di matematika adalah aljabar. Struktur aljabar adalah salah satu
kajian dalam aljabar. Salah satu konsep dari struktur aljabar adalah grup. Menurut
Barnard & Neill (2017), Ford (2020) dan Abdurrahman (2022) grup adalah
himpunan tak kosong dengan suatu operasi biner sedemikian sehingga memenuhi
sifat asosiatif, memiliki identitas dan untuk seluruh elemennya memiliki invers.

Sejalan dengan perkembangan, penelitian dengan topik grup mulai
dikombinasikan dengan bidang lain, diantarannya dengan himpunan fuzzy. Konsep
dari himpunan fuzzy diteliti oleh Jezewski et al (2017). Lalu, himpunan fuzzy telah
berkembang lebih pesat di banyak bidang, di antaranya teknik mesin, medikal sains,
sosial sains, teori graf, dan lain sebagainya. Pada bidang aljabar, penelitian grup
fuzzy diteliti oleh Abdi et al (2018) yang meneliti lebih jauh tentang subgrup fuzzy.
Penelitian lainnya yang terinspirasi dari subgrup fuzzy yaitu menghasilkan anti
subgrup fuzzy dilakukan oleh Onasanya & llori (2014), Yasir et al (2016) dan
Gayen et al (2021). Setelah itu, penelitian dilanjutkan lebih jauh dengan meneliti
hubungan antara subgrup fuzzy dan anti subgrup fuzzy yang dilakukan oleh
Chandrasekaran & Deepica (2019). Selanjutnya, Onasanya (2016) meneliti tentang
sifat subgrup normal dari anti subgrup normal fuzzy lebih jauh. Pada tulisan ini,
akan diteliti tentang sifat subgrup normal dari anti subgrup normal fuzzy dengan
menambahkan beberapa sifat terkait yang diinduksi dari Onasanya (Onasanya,
2016).

TINJAUAN PUSTAKA

1. Himpunan, Relasi, dan Fungsi
Suatu himpunan adalah kumpulan dari objek tertentu yang terdefinisi secara
jelas dan sebagai satu kesatuan. Suatu himpunan P dikatakan subset atau bagian
dari himpunan Q jika seluruh elemen P termuat di Q.
Berikut disajikan beberapa definisi dan teorema mengenai fungsi, himpunan,
relasi, dan pemetaan.
Definisi 1 (Ford, 2020)
Misalkan P dan Q adalah himpunan atas himpunan semesta U.
(i). Gabungan dari P dan Q, dinotasikan dengan P U @Q, adalah
Pu@Q={x€eU:xePataux € Q}.
(i1). Irisan dari P dan Q, dinotasikan dengan P n @, adalah
PNnQ={xeU:xePdanx € Q}.
(iii). Selisih dari P dan Q, dinotasikan dengan P\Q, adalah
P\Q={xeU:xePdanx ¢ Q}.
(iv). Komplemen dari P, dinotasikan dengan P¢, adalah
P¢={xeU:x¢&P}
(v). Subset dari P dalam Q dinotasikan dengan P € Q adalah
PCQ={x€U:jikax € P makax € Q}.
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Proposisi 2 (Ford, 2020)
Jika P adalah himpunan dan himpunan semestanya adalah U, maka (P€)¢ = P.

2. Grup
Pada bagian berikut ini, diberikan definisi dan juga sifat-sifat dari grup.
Definisi 3 (Barnard & Neill, 2017)
Suatu himpunan tidak kosong N disebut grup jika pada N didefinisikan suatu
operasi biner sehingga memenuhi kondisi :
(i). (axb) *c = ax* (b *c) untuk seluruh a,b,c € N;
(i1). memiliki suatu elemen e € N sehingga e * a = a * e = a untuk seluruh a €
N; dan
(iii). untuk a € N, terdapat suatu a™* € N sehinggaa*a ! =a 1 xa =e.
Proposisi 4 (Abdurrahman, 2022)
Diberikan N grup maka untuk seluruh a € N hanya mempunyai satu invers b € N.
Proposisi 5 (Abdurrahman, 2022)
Jika N merupakan suatu grup maka untuk selurun x € N memenuhi (x~ 1)~ = «.
Misalkan (N,*) merupakan suatu grup, H ¢ N, dan H # @. Subset H merupakan
subgrup dari N jika hanya jika
(). x * y € N untuk seluruh x,y € N
(ii).x ! untuk seluruh x € N.
Definisi 6 (Abdurrahman, 2022)
Diberikan N grup dan L merupakan subgrup dari N, maka L adalah normal jika
dan hanya jikanin~! € L untuk seluruhn € Ndanl € L.

3. Himpunan Fuzzy

Himpunan fuzzy adalah konsep perluasan dari himpunan klasik atau tegas.
Himpunan klasik atau tegas adalah himpunan yang dimana setiap elemennya hanya
dapat dinyatakan sebagai anggota atau bukan anggota. Tetapi di himpunan fuzzy
setiap elemennya dinyatakan kembali oleh fungsi karakteristiknya, yaitu fungsi
yang memetakan setiap elemennya ke rentang nilai 0 sampai 1. Dimana jika
nilainya 1 maka elemen merupakan anggota penuh, nilai 0 berarti bukan anggota,
dan jika nilai di antara rentang 0 sampai 1 tidak dapat ditentukan keanggotaannya.

Berikut penjelasan himpunan fuzzy.
Definisi 7 (Jezewski et al., 2017)
Jika N merupakan suatu himpunan, maka pemetaan ¢ : N — [0,1] disebut sebagai
subset fuzzy dari N.
Definisi 8 (Jezewski et al., 2017)
Diberikan N merupakan grup jika ¢ merupakan suatu subset fuzzy dari N maka
untuk komplemen dari o dinotasikan dengan ¢ merupakan suatu himpunan fuzzy
dari N yang terdefinisi yaitu dengan untuk seluruh n € N

0°(N)=1-0(N).
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Definisi 9 (Onasanya & llori, 2014)

Misalkan o merupakan subset fuzzy dari suatu himpunan N. Untuk a € [0,1], level

subset dari suatu himpunan fuzzy o merupakan himpunan
o,={n€N:on)=al

4. Subgrup Fuzzy
Konsep subgrup fuzzy adalah konsep yang memadukan antara subgrup dengan
himpunan fuzzy. Berikut penjelasan lebih lanjut yang membahas tentang subgrup
fuzzy dan subgrup normal fuzzy.
Definisi 10 (Abdi et al., 2018)
Misalkan N merupakan suatu grup. Suatu subset fuzzy o dari N merupakan
subgrup fuzzy dari N jika untuk seluruh m,n € N
i. o(mn) = min{o(m),o(n)},
i. o(n™1) = o(n).
Proposisi 11 (Abdi et al., 2018)
Diberikan N merupakan grup jika o merupakanb suatu subgrup fuzzy dari grup N,
maka untuk seluruhn € N :
i. o(e) = a(n),
ii. o(n™Y) = o(n).
Definisi 12 (Onasanya, 2016)
Misalkan o adalah fuzzy subgrup dari Grup N dana,b € N
i. Koset kiri fuzzy dari o dinotasikan ac didefinisikan dengan (ac)x = a(a™1x)
untuk seluruh x € N.
ii. Koset kanan fuzzy dari o dinotasikan ga didefinisikan dengan (ca)x =
o(xa~1) untuk seluruh x € N.
iii. Koset tengah fuzzy dari o dinotasikan acb didefinisikan dengan (agb)x =
o(a 1xb™1) untuk seluruh x € N.
Definisi 13 (Onasanya, 2016)
Misalkan o merupakan suatu subgrup fuzzy dari grup N sehingga o disebut
subgrup normal fuzzy adalah jika untuk seluruh m,n € N memenuhi
o(m) = o(mnm™1).

5. Anti Subgrup Fuzzy
Konsep anti subgrup fuzzy adalah konsep yang memadukan antara subgrup

dengan himpunan fuzzy tetapi dengan definisi yang berbeda. Berikut
penjelasannya.
Definisi 14 (Chandrasekaran & Deepica, 2019)
Misalkan N merupakan suatu grup. Suatu subset fuzzy o dari N merupakan anti
subgrup fuzzy dari N jika untuk seluruh m,n € N

i. o(mn) < max{o(m),o(n)},

ii. o(n™1) < o(n).
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Proposisi 15 (Yasir et al., 2016)
Jika ¢ adalah anti subgrup fuzzy dari sebuah grup N, maka untuk seluruh x € N :
i. o(e) < a(x),
i. o(x™1) = o(x).
Definisi 16 (Onasanya, 2016)
Misalkan o adalah anti subgrup fuzzy dari Grup N dana,b € N
i. Koset kiri anti fuzzy dari o dinotasikan ac didefinisikan dengan (ac)x =
o(a~1x) untuk seluruh x € N.
ii. Koset kanan anti fuzzy dari ¢ dinotasikan ga didefinisikan dengan (ca)x =
o(xa™1) untuk seluruh x € N.
lii. Koset tengah anti fuzzy dari o dinotasikan aob didefinisikan dengan
(acb)x = o(a*xb™1) untuk seluruh x € N.
Teorema 17 (Gayen et al., 2021)
Misalkan N merupakan suatu grup Jika ¢ merupakan suatu subgrup fuzzy dari grup
N, maka ¢¢ merupakan suatu anti subgrup fuzzy dari grup N.
Teorema 18 (Gayen et al., 2021)
Misalkan N merupakan suatu grup Jika o merupakan suatu anti subgrup fuzzy dari
grup N, maka ¢ merupakan suatu subgrup fuzzy dari grup N.
Definisi 19 (Onasanya, 2016)
Misalkan o merupakan suatu anti subgrup fuzzy dari grup N sehingga o disebut
anti subgrup normal fuzzy adalah jika untuk seluruh m,n € N memenuhi
o(m) = o(mnm™1).
Definisi 20 (Onasanya, 2016)
Misalkan M merupakan suatu grup. Normalizer dari anti fuzzy subgrup o
didefinisikan dengan
N(o) = {a € M:o(axa™) = o(x)}
untuk seluruh x € M.

METODE PENELITIAN

Adapun langkah-langkah penulisan dalam prosedur penelitian:

1. Menjelaskan definisi dan teorema serta pembuktiannya mengenai konsep yang
akan mendukung pembahasan, di antaranya Fungsi, Himpunan, Relasi, Grup,
Himpunan Fuzzy, Subgrup Fuzzy, dan Anti Subgrup Fuzzy.

2. Membuktikan dan menyelidiki keterkaitan antara subgrup dan anti subgrup
fuzzy.

3. Membuktikan dan menyelidiki keterkaitan antara subgrup dan anti subgrup
normal fuzzy.

4. Membuktikan dan menyelidiki keterkaitan antara anti subgrup normal fuzzy
dengan koset tengah anti fuzzy, koset kiri anti fuzzy dan koset kanan anti fuzzy.
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5. Membuktikan pada anti subgrup normal fuzzy setiap elemennya komutatif.
6. Menarik kesimpulan dari penelitian.

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Sifat Subgrup dari Anti Subgrup Fuzzy
Pada konsep subgrup fuzzy dari suatu grup N didefinisikan dengan o(mn) >
min{oc(m),o(n)} dan o(n™!) > o(n) untuk m,n € N. Sedangkan untuk anti
subgrup fuzzy didefinsikan dengan o(mn) < max{c(m),o(n)} dan o(n™!) <
o(n) untuk m,n € N. Berikut diberikan contoh untuk pemahaman lebih jauh.
Diberikan Z; — {0} = {1,2} adalah sebuah grup terhadap operasi perkalian
modulo 3. Didefinisikan a: Z; — {0} — [0,1], dengan
1 Jikam=1
o(x) = {0,5 ;ika m=2
Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa o merupakan sebuah subgrup fuzzy
atas grup Z; — {0} berdasarkan tabel berikut
Tabel 1. Tabel cayley dari Z; — {0} terhadap perkalian modulo 3
1 2
1 1 2
2 21
untuk seluruh m,n € Z; — {0}, o(mn) > min(a(m),a(n)), diperoleh
Untukm =1dann =1
o(mn) = 0((1)(1)) =c(l)=1= min((l), (1)) = min(a(l),a(l))
= min(a(m),a(n)).
Untukm =1dann = 2
o(mn) = 0((1)(2)) =0(2)=0,5= min((l), (0,5)) = min(a(l),a(Z))
= min(a(m),a(n)).
Untukm=2dann =1
o(mn) = o((2)(1)) = 0(2) = 0,5 = min((0,5), (1)) = min(a(2),a(1))
= min(a(m),a(n)).
Untuk m = 2dann = 2
o(mn) = 0((2)(2)) =c(1)=1> min((O,S), (0,5)) = min(a(Z),a(Z))
= min(a(m),a(n)).
Selanjutnya, untuk setiap n € Z; — {0}, c(n™1) = o(n), diperoleh
Untukn =1
c(DH=c1)=1=001) =1.
Untukn = 2
(2 =0(2)=0,5=0(2)=0,5.
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Jadi, o merupakan subgrup fuzzy dan berdasarkan Teorema 17 sehingga ¢¢ adalah
anti subgrup fuzzy dapat ditunjukkan secara analog.
Selanjutnya di bagian berikut ini akan membahas mengenai hubungan antara
definisi subgrup dengan anti subgrup fuzzy.
Teorema 4.1.1
Misalkan N merupakan suatu grup jika ¢ merupakan suatu subgrup fuzzy dari grup
N, maka
Nye={n €N :0d°e) =c°(n)}
merupakan suatu subgrup dari N.
Bukti:
Misalkan o merupakan subgrup fuzzy dari sebuah grup N. Selanjutnya, Akan
ditunjukkan bukti bahwa N, ={n € N :0°(e) = c°(n)} merupakan suatu
subgrup dari N.
Diketahui dari Ny,c={n € N :0e) =0°(n)} sehingga sifat anggotanya
memenuhi kondisi N,c S N. Diketahui N grup diperoleh hasil a¢(e) = a¢(e),
sehingga berdasarkan sifat dari anggota di N ¢ diperoleh hasil e € N ,c. Akibatnya,
Ngyc # Q.
Selanjutnya, akan diambil sebarang m,n € N c, diketahui o subgrup fuzzy
sehingga didasari oleh sifat dari Definisi 8 dan Definisi 14 (i) diperoleh
gf(mn) =1—o(mn) <1 —min{o(m),o(n)}

= max{(l — a(m)), (1 — a(n))}

= max{c°(m),s°(n)}

= max{c°(e),o¢(e)}

=0°(e)
Akibatnya, didasari oleh sifat dari Teorema 17 diperoleh o¢ merupakan suatu anti
subgrup fuzzy. Selanjutnya, didasari oleh sifat dari Proposisi 15 (i) diperoleh
o¢(mn) = o¢(e) sehingga akibatnya ¢(mn) = a¢(e).
Lalu, didasari oleh sifat dari Proposisi 11 (ii) diperoleh a(n~1) = o(n) sehingga

cm™H=1-c(n ) =1-0n) =0c(n) =c(e)
Akibatnya, mn € Nye dann™! € N e
Oleh sebab itu, akibat dari mn € N, dan n~! € N c didasari oleh sifat dari
Teorema 2.2.6 N, merupakan suatu subgrup dari N. m
Teorema 4.1.2
Misalkan N merupakan suatu grup jika ¢ merupakan suatu anti subgrup fuzzy dari
grup N, maka
Nye={n €N :0de) =0c°(n)}

merupakan suatu subgrup dari N.
Bukti:
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Misalkan o merupakan anti subgrup fuzzy dari sebuah grup N. Selanjutnya, Akan
ditunjukkan bukti bahwa Ngj ={n € N :0 ) = 0°(n)} merupakan suatu
subgrup dari N.
Diketahui dari N,c ={n € N :0°(e) = c°(n)} sehingga sifat anggotanya
memenuhi kondisi Nyc € N. Diketahui N grup diperoleh hasil a¢(e) = a¢(e),
sehingga berdasarkan sifat dari anggota di N ;< diperoleh hasil e € N ,c. Akibatnya,
Ngc # Q.
Selanjutnya, akan diambil sebarang m,n € N ,c, diketahui o anti subgrup fuzzy
sehingga didasari oleh sifat dari Definisi 8 dan Definisi 14 (i) diperoleh
c¢(mn) =1—o(mn) =1 —max{o(m),o(n)}
= min{(1 - o(m)), (1 — o(n))}
= min{ag¢(m),c¢(n)}
= min{c¢(e),c¢(e)}
= a(e)
Akibatnya, didasari oleh sifat dari Teorema 18 diperoleh o¢ merupakan suatu
subgrup fuzzy. Selanjutnya, didasari oleh sifat dari Proposisi 11 (i) diperoleh
o¢(mn) < o°(e) sehingga akibatnya o¢(mn) = a¢(e).
Lalu, didasari oleh sifat dari Proposisi 15 (ii) diperoleh o(z™1) = a(z) sehingga
o’ =1-acn™H)=1-0n) =0d°(n) =0c°Ce)
Akibatnya, mn € N,c dann™! € N .
Oleh sebab itu, akibat dari mn € N,c dan n~! € N, didasari oleh sifat dari
Teorema 2.2.6 N, c merupakan suatu subgrup dari N. m
Berikut diberikan teorema mengenai subset dari anti subgrup fuzzy
Teorema 4.1.3
Diketahui w dan o merupakan anti subgrup fuzzy dari suatu grup N. Jika ¢ € w
dan w(e) = o(e), maka N,c S Ne.
Bukti:
Misalkan w dan ¢ merupakan anti subgrup fuzzy dari suatu grup N. Jika ¢ < v dan
v(e) = a(e), akan ditunjukkan bukti bahwa N ,c S N ;.
Karena 0 € w maka
o(n) < wn)
©1l-cn)=21-wh)
& 0°(n) =2 w(n)
untuk n € N
Selanjutnya, akan diambil sebarang n € N ¢ diperoleh
w(n) = w(e)
Akibatnya
o¢(n) = w(e)
©1l-dn)=1-we)
©1-0n)=1-o0a(e)
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& d°(n) =0°e)
Diketahui ¢ anti subgrup fuzzy sehingga didasari oleh sifat dari Teorema 17 ¢
adalah subgrup fuzzy, lalu didasari oleh sifat dari Proposisi 11 (i) sehingga
diperoleh

a¢(n) < o(e)

Akibat dari itu diperoleh o¢(n) = g¢(e) sehinggan € N ;.
Oleh karena itu jika n € N,c maka n € N c sehingga didasari oleh sifat dari
Definisi 1 (v) akibatnya N ,c € N c. ®
Teorema 4.1.4

Diberikan M # @ suatu subset dari N. Jika a: M — [0,1].
o(m) & {s, meM
t, meM
untuk seluruhm € N dan 0 <t < s < 1, maka M merupakan subgrup dari grup
N jika dan hanya jika a¢ merupakan anti subgrup fuzzy dari grup N dan N c = M.
Bukti:

Diberikan N # @ suatu subset dari grup N. Jika o: N — [0,1].
w (S5 MEN
o(m) = {t, meN
untuk seluruh me N dan 0 <t <s <1, akan ditunjukkan bukti bahwa N
merupakan subgrup dari grup N jika dan hanya jika ¢¢ merupakan anti subgrup
fuzzy dari grup N dan N,c = M.
=)
Diberikan o subset fuzzy dari grup N dan M merupakan suatu subgrup dari N akan
ditunjukkan bukti bahwa ¢ merupakan anti subgrup fuzzy dari grup N dan
Nye = M.
Akan diambil sebarang m,n € N, karena M itu subgrup dari N sehingga akan
dilakukan penyelidikan 3 kasus untuk sifat keanggotaan m,n € N, yaitu :
(1) m,n & N sehingga o(x) =t dan o(y) = t dikarenakan sifat keanggotaan ini
sehingga o(xy) = t = min{t.t} = min{o(m), c(n)} diperoleh
c¢(mn) =1—o(mn)

<1-t

=max{(1—1¢t),(1—-1t)}

= max{o¢(m),c¢(n)}
Akibatnya,
dikarenakan n ¢ N sehingga o(n™1) > t = o (x) diperoleh

o =1-cnH)<1-t=0%n)
(2) meN atau n ¢ N sehingga o(m) =s atau o(n) =t dikarenakan sifat
keanggotaan ini sehingga o(mn) > t = min{s.t} = min{o(m), a(n)} diperoleh
o¢(mn) =1 —o(mn)
<1-t
=max{ (1 —5),(1—1t)}
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= max{c°(m),c°(n)}
Akibatnya,
dikarenakan n ¢ N sehingga o(n™1) > t = o(n) diperoleh
o™ =1-cnH)<1-t=0%n)
atau,
diarenakan n € N sehingga o(n™1) = s = o(n) diperoleh
oD =1-cnH)=1-s=0°n)
(3) m,n € N sehingga o(m) = s dan g(n) = s dikarenakan sifat keanggotaan ini
sehingga a(mn) = s = min{s. s} = min{o(m), a(n)} diperoleh
c¢(mn) =1 —o(mn)
=1-s5
=max{(1—15s),(1—-1s)}
= max{c°(s),c°(s)}
Akibatnya,
dikarenakan n € N sehingga o(n™1) = s = a(n) diperoleh
o™ =1-cnH)=1-s=0Mn)
Oleh sebab itu sehingga untuk seluruh m,n € N, memenuhi kondisi :
c¢(mn) < max{c(m),c¢(m)}dan a¢(n~1) < o¢(n)
Akibatnya, didasari oleh sifat dari Definisi 14 ¢ merupakan anti subgrup fuzzy
dari N. Misalkan M merupakan suatu subgrup dari N, akibatnya e € M sehingga
Nye={n €N :0°n) =cCe)}
={neN:on)=oad(e)}
={neN:on)=s}
={neN:neM}
=M
(<)
Misalkan ¢¢ adalah suatu anti subgrup fuzzy dari grup N dan N, = M. Akan
ditunjukkan bukti bahwa M adalah subgrup dari grup N. Dikarenakan ¢ adalah
anti subgrup fuzzy dan N, = M sehingga didasari oleh sifat dari Teorema 18 (¢¢)¢
merupakan subgrup fuzzy. Selanjutnya, didasari oleh sifat dari Proposisi 2 sehingga
diperoleh (6¢)¢ = ¢ akibatnya o merupakan subgrup fuzzy, Jadi, didasari oleh sifat
dari Teorema 4.1.1 N,c = M adalah subgrup dari grup N. m
Akibat 4.1.5
Diketahui komplemen dari fungsi karakteristik £, dari suatu subset tak kosong M
dari grup N merupakan anti subgrup fuzzy dari grup N dan N.c = M jika dan

hanya jika M adalah suatu subgrup dari N.

Bukti:

=)

Misalkan komplemen dari fungsi karakteristik £,, dari subset tak kosong M dari
grup N merupakan suatu anti subgrup fuzzy dari grup N dan N ¢ = M akan
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ditunjukkan bukti bahwa M adalah subgrup dari N. Dikarenakan L£,, merupakan
fungsi karakteristik diperoleh

w (L, meM
LM(”)Z{O, neM

Akibatnya didasari oleh sifat dari Teorema 4.1.4 diperoleh M merupakan subgrup
dari N

(=)

Misalkan komplemen dari fungsi karakteristik £,, dari subset tak kosong M dari
grup N. M merupakan subgrup dari N akan ditunjukkan bukti bahwa L5, merupakan
anti subgrup fuzzy dan N ¢ = M. Dikarenakan M adalah subgrup dari N dan Ly,

merupakan fungsi karakteristik dari M sehingga berdasarkan Teorema 4.1.4
diperoleh L3, merupakan anti subgrup fuzzy dan Ny = M. m

4.2 Sifat dari Anti Subgrup Normal Fuzzy

Anti subgrup normal fuzzy yang bisa didefinisikan dimana N adalah grup
memenuhi o(m) = o(mnm™1) untuk seluruh m,n € N. Pada bagian ini akan
dibahas mengenai sifat dari anti subgrup normal fuzzy.
Proposisi 4.2.1
Misalkan N merupakan suatu grup jika ¢ merupakan suatu subgrup normal fuzzy
dari grup N, maka

Nye={n €N :0%e) =c°(n)}
merupakan suatu subgrup normal dari N.
Bukti:
Misalkan o merupakan subgrup normal fuzzy dari N. Berarti berdasarkan Definisi
19, o adalah subgrup fuzzy dari N. Akibatnya, berdasarkan Teorema 4.1.1 N ,c
adalah subgrup dari N. Selanjutnya, diambil sebarang m € N dan n € N,c, maka
o¢(e) = g¢(n). Karena ¢ merupakan subgrup normal fuzzy dari N didasari oleh
sifat dari Definisi 8 sehingga
omnm )=o) ©1-—oc(mnm™?) =1-0(n) © c(mnm=1) = o°(n).
Akibatnya
g’(mnm™1) = ¢°(e).
Oleh sebab itu, mnm™! € N,c. Dengan kata lain, berdasarkan Definisi 6 N,
merupakan subgrup normal dari N. m
Selanjutnya akan ditunjukkan bukti bahwa untuk anti subgrup normal fuzzy dari N
adalah subgrup dari N
Proposisi 4.2.2
Misalkan N merupakan suatu grup jika o merupakan suatu anti subgrup normal
fuzzy dari grup N, maka
Ngye={n €N :0°e) =0d°(n)}

merupakan suatu subgrup normal dari N.
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Bukti:
Misalkan o merupakan anti subgrup normal fuzzy dari N. Berarti berdasarkan
Definisi 19, ¢ merupakan anti subgrup fuzzy dari N. Akibatnya, didasari oleh sifat
dari Teorema 4.1.2 N ,c adalah subgrup dari N. Selanjutnya, diambil sebarang m €
N dan n € Ny, maka o¢(e) = 0°(n). Dikarenakan ¢ merupakan anti subgrup
normal fuzzy dari N maka
omnmm )=o) ©1—oc(mnm™?) =1-0(n) © c(mnm=1) = o°(n).
Akibatnya
o’(mnm™1) = ¢°(e).
Oleh sebab itu, mnm~! € N c. Dengan Kata lain, bedasarkan Definisi 6 N, adalah
subgrup normal dari N. m
Selanjutnya akan ditunjukkan bukti bahwa berlakunya sifat subset pada anti
subgrup normal fuzzy.
Proposisi 4.2.3
Diketahui w dan ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari suatu grup N. Jika
0 € wdan w(e) = a(e), maka Nc S Ne.
Bukti:
Misalkan @ dan o merupakan anti subgrup normal fuzzy dari N. Berarti
berdasarkan Definisi 19, w dan o merupakan anti subgrup fuzzy dari N. Akibatnya
berdasarkan Teorema 4.1.3 diperoleh N ,c € N, c. m
Proposisi 4.2.4
Misalkan N merupakan suatu grup Jika ¢ merupakan suatu subgrup normal fuzzy
dari grup N, maka o€ merupakan suatu anti normal subgrup fuzzy dari grup N.
Bukti:
Diketahui ¢ merupakan subgrup normal fuzzy dari sebuah grup N. Akan
ditunjukkan bukti bahwa, a¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari N. Oleh
karena o subgrup normal fuzzy sehingga berdasarkan Definisi 13, ¢ merupakan
subrup fuzzy. Selanjutnya berdasarkan Teorema 17, ¢ adalah anti subgrup fuzzy
sedemikian sehingga berdasarkan Definisi 8 untuk seluruh m,n € N diperoleh
o(mnm™1) = o(n)
ol1-cmmm ) =1-0n)
& o(mnm™1) = d°(n).
Akibatnya, berdasarkan Definisi 19, ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari
N.m
Proposisi 4.2.5
Misalkan N merupakan suatu grup Jika ¢ merupakan suatu anti subgrup normal
fuzzy dari grup N, maka ¢¢ merupakan suatu subgrup normal fuzzy dari grup N.
Bukti:
Diketahui ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari sebuah grup N. Akan
ditunjukkan bukti bahwa, o¢ merupakan subgrup normal fuzzy dari N. Oleh karena
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o anti subgrup normal fuzzy sehingga berdasarkan Definisi 19, ¢ merupakan anti
subrup fuzzy. Selanjutnya berdasarkan Teorema 18, ¢¢ adalah subgrup fuzzy
sedemikian sehingga berdasarkan Definisi 8 untuk seluruh m,n € N diperoleh
o(mnm™1) = o(n)

o1-cmmm ) =1-0cn)

o  o‘(mnm™Y) = o¢(n).
Akibatnya, berdasarkan Definisi 13, 0¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari
N.m
Akibat Proposisi 4.2.4 dan Proposisi 4.2.5 diperoleh o merupakan anti subgrup
normal fuzzy dari sebuah grup N, jika hanya jika ¢ merupakan subgrup normal
fuzzy dari N.

4.3 Sifat dari Koset Anti Fuzzy
Koset anti fuzzy yang bisa didefinisikan dimana N adalah grupdana,b € N
memenuhi koset kiri,kanan,tengah anti fuzzy yaitu (ac)x = o(a™1x), (ca)x =
o(xa™1),(ach)x = o(a~*xb1) berturut untuk seluruh x € N. Pada bagian ini
akan dibahas mengenai sifat dari koset anti fuzzy.
Teorema 4.3.1
Jika ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup N maka
(acb) = c o = oc™?
untuk seluruh a, b € N dengan ¢ = b~ta™1.
Bukti:
Diketahui o adalah anti subgrup normal fuzzy dari grup N. Akan ditunjukkan bukti
bahwa
(acb) = c o = oc™?
untuk seluruh a, b € N dengan ¢ = b~1a™ 1.
Oleh karena ¢ adalah anti subgrup normal fuzzy dari grup N sehingga berdasarkan
Definisi 16 (iii), Definisi 19 dan Definisi 3, untuk seluruh a, b, x € N diperoleh
(ach)(x) =c(atxb ™) =a(b talxb (b)) = o(b71a 1x) = o(cx)
(aoh)(x) = o(a xb™ 1) = o(aa xbta ) = o(xb~1a™1) = o(xc)
Akibatnya, berdasarkan Definisi 16 diperoleh
o(cx) = o(xc)
e o((c™)™M) =a(x(c™H™
= clo(x) = oc (%)
Jadi diperoleh
(aob)(x) = (c"o)(x) = (ac™)(x)
dengan kata lain, (ach) = c o = oc™1. m
Berikut diberikan sifat komutatif anti fuzzy
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Teorema 4.3.2
Jika ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup N maka acb = boa untuk
seluruh elemen a,b € N.
Bukti:
Diketahui ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup N. Akan ditunjukkan
bukti bahwa aob = baa untuk seluruh elemen a,b € N.
Karena o adalah anti subgrup normal fuzzy dari grup N sehingga didasari oleh sifat
dari Proposisi 5, Definisi 16, Definisi 19 dan Teorema 4.3.1, untuk seluruh a, b, x €
N diperoleh
(agb)(x) = (ec™H)(x)

= o(xc)

=og(xb~ta™1)

— O.((x—l)—lb—la—l)

=x"lo(b ta™?)

— x—lo.(a—lb—la—l(a—l)—l)

=x"lo(a b1

=o(xa th™1)

=o(b xa b r(b~1)™)

=og(b 1xa™1)

= boa(x)
Jadi, ach = boa. m
Berikut diberikan teorema mengenai normalizer dari anti subgrup normal fuzzy
Teorema 4.3.3
Subset fuzzy ¢ dari grup N adalah anti subgrup normal fuzzy jika dan hanya jika
N = N (o).
Bukti:
=)
Diketahui o adalah anti subgrup normal fuzzy dari N. Akan ditunjukkan bukti
bahwa, N = N (o). Berdasarkan Definisi 20 diperoleh N(o) € N. Selanjutnya,
diambil sebarang z € N. Karena o adalah anti subgrup normal fuzzy, maka
berdasarkan Definisi 19, untuk seluruh w € N berlaku
o(zwz™1) = a(w).
Akibatnya berdasarkan Definisi 20 diperolen z € N(o). Oleh karena itu
berdasarkan Definisi 1 (v) diperoleh N € N(o). Berdasarkan hasil analisa
diperoleh N(¢) € N dan N € N (o), sedemikian sehingga N = N (o).
(=)
Diketahui N = N (o). Akan ditunjukkan bukti bahwa, o adalah anti subgrup normal
fuzzy.
Karena N = N (o), berarti berdasarkan Definisi 20, untuk seluruh a € N berlaku

o(axa™t) = o(x)
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untuk seluruh x € N. Akibatnya berdasarkan Definisi 19, ¢ adalah anti fuzzy
normal. m
Teorema 4.3.4
Misalkan N adalah grup berorde 2. Jika a € N dan ¢ adalah anti subgrup normal
fuzzy dari N maka aca = o.
Bukti:
Misalkan grup N = {e, a} sedemikian sehingga
Tabel 2. Tabel cayley dari N grup berorde 2
e a
e e a
a a e
Berdasarkan tabel cayley invers dari a adalah dirinya sendiri yaitu a~1. Akibatnya,
berdasarkan Proposisi 4 diperoleh aa = a ta™! = e. Dan diketahui o adalah anti
subgrup normal fuzzy dari N. Akan ditunjukkan bukti bahwa, aca = o untuk
seluruh a € N. Oleh karena ¢ adalah anti subgrup normal fuzzy dari grup N berorde
2 sehingga berdasarkan Definisi 16 (iii), Definisi 19 dan Definisi 3, untuk seluruh
a,x € N diperoleh
(aca)(x) = g(a txa™1)
=o(ataxa Y (a™H)™)
=o(a ta txe)
= o(exe)
=o(x)

Jadi, aca = 0. m
KESIMPULAN

Kesimpulan yang didapatkan berdasarkan hasil pembahasan dinyatakan sebagai
berikut
1. (a) Jika anti subgrup fuzzy o dari grup N maka suatu himpunan N,c yang
memuat semua x € N dengan o¢(x) = o¢(e) merupakan subgrup dari N .
Hal ini berlaku juga pada subgrup fuzzy.
(b) Diberikan dua buah anti subgrup fuzzy ¢ dan v dari grup N. Jika, o € v dan
v(e) = a(e) maka N,c S N ,e.
(c) Jika o merupakan anti subgrup fuzzy dari grup N dan M subset dari N maka
N,c = M jika dan hanya jika M adalah subgrup dari N.
2. (a) Jika anti subgrup normal fuzzy o dari grup N maka himpunan N c yang
memuat semua x € N dengan o¢(x) = o¢(e) merupakan subgrup dari N .
Hal ini berlaku juga pada subgrup normal fuzzy.
(b) Diberikan dua buah anti subgrup normal fuzzy o dan v dari grup N. Jika, o <
vdanv(e) = o(e) maka N,c € N ,e.
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(c) subset fuzzy o dari grup N merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup
N jika dan hanya jika a¢ merupakan subgrup normal fuzzy.

(d) Jika ¢ merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup N maka (aogbh) =
¢ Yo = gc™! untuk seluruh a, b € N dengan ¢ = b~1a 1.

(e) Jika o merupakan anti subgrup normal fuzzy dari grup N maka acbh = boa
untuk seluruh a, b € N.

(F) Subset fuzzy o dari grup N merupakan anti subgrup normal fuzzy jika dan
hanya jika N = N(o).

(g) Pada grup N berorde 2 diperoleh jika o merupakan anti subgrup normal fuzzy
dari N maka aca = o untuk seluruh a € N.
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